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Prologo

E so no estaba en mi libro de matematicas, manual dedicado a las
matematicas, no es un texto convencional en el que se desarrollan de forma
ordenada ciertos topicos aritméticos, geométricos o algebraicos.

Por el contrario, este librito es un cajon de sastre que da cabida a diversos
contenidos matematicos inconexos y variados, que se distribuyen en doce
capitulos. Ni que decir tiene que cada uno de ellos puede leerse sin prestar
atencion a los restantes.

Por las paginas que configuran este popurri desfilan personajes, problemas,
procedimientos, recreaciones y paradojas que pueden interesar a un publico
variopinto (profesores de matematicas, alumnos de diversos niveles
educativos, historiadores de la ciencia, arquitectos, padres de hijos en edad
escolar, topografos...)

El primer capitulo (L.a edad del simbolismo matematico) pasa revista al
origen de los simbolos matematicos mas usuales.

En el capitulo 2 (;Por qué algunas expresiones se llaman notables?) se
justifica la importancia de algunas identidades algebraicas en la resolucion de
problemas matematicos elementales (extraccion de raices cuadradas y
cubicas, resolucion de ecuaciones cuadraticas y cubicas).

El tercer capitulo (El teorema de Pitagoras) presenta un catalogo de
demostraciones de uno de los teoremas mas populares de la geometria.

En el capitulo 4 (Algunas estrategias ingeniosas para sumar potencias) se
utiliza el «tridngulo aritmético» [= «triangulo de Tarta glia» _ «triangulo de
Pascal»] para calcular sumas del tipo 1k +2 k +3k+.. + nk.

El quinto capitulo (Lecciones de geometria practica) se consagra a la



medicion indirecta de longitudes con la ayuda del astrolabio. Los ejemplos
propuestos estan contenidos en un manual del siglo XVT escrito por el
vitoriano Diego de Alava y Viamont.

En el capitulo 6 (Geometria analitica en el mundo real), con la ayuda de la
geometria analitica, se estudian dos problemas inspirados, respectivamente,
en las casas arbol del arquitecto holandés Piet Blom y en el envase de un
conocido perfume.

El séptimo capitulo (Dos soluciones inteligentes a un problema clasico de
la matematica griega) incluye las soluciones de Diocles y Arquitas de Tarento
al famoso problema de la duplicacion del cubo.

En el capitulo 8 (Matematica recreativa valenciana) se analizan las
recreaciones matematicas de la Arithmetica practica (1604), escrita por el
cientifico valenciano Gerénimo Cortés.

El noveno capitulo (Asi calculaban los arquitectos del siglo XVII) muestra
el procedimiento aproximado de Juan de Torija (16241666) para calcular el
area de una boveda esquifada.

En el capitulo 10 (Paradojas matematicas) se enfrenta al lector a una
coleccién de paradojas aritméticas y geomeétricas.

El decimoprimer capitulo (Dividir con criterio) se ocupa de los criterios de
divisibilidad por 2, 3,..., 1L.

Por ultimo, en el capitulo 12 (Antologia de problemas matematicos y
estrategias de resolucion) se estudian algunos problemas clasicos y ciertos
procedimientos de resolucion de notable interés didactico (método de
inversion, regla de una falsa posicion y regla de dos falsas posiciones).

Para comprender los contenidos precedentes solo se necesitan los
conocimientos matematicos elementales que configuran los actuales
programas educativos de la ensefianza no universitaria.



Vicente MEAVILLA SEGUI
Teruel, verano de 2011



Capitulo 1

LLa edad del simbolismo
matematico

El lenguaje matematico, como cualquier otro, se sirve de un conjunto de
signos especiales con los que transmite ideas, propone definiciones, conjetura
hipétesis, plantea problemas, formula teorias...

A lo largo de los siglos esta coleccion de simbolos ha ido evolucionando
hasta convertirse en el repertorio que, hoy en dia, ayuda a los investigadores
en su quehacer diario.

En las lineas que siguen, ofrecemos un breve repaso al origen del
simbolismo matematico actual que no deberia resultar extrafio a ningtiin
estudiante de los niveles elementales y, por supuesto, a ninguna persona
culturalmente inquieta.

1. Los numerales indo-arabigos

Los simbolos que utilizamos para representar los numeros, los numerales
indo-arabigos, fueron introducidos en occidente por el italiano L.eonardo de
Pisa («Fibonacci»).



Leonardo de Pisa (ca. 1175-1250)

En el capitulo 1 de su LiberAbaci (1202) se puede leer:

Las nueve figuras indias son: 9876543 2 1.

Con estas nueve figuras y el signo 0, al que los arabes llaman
zephirum[11, se puede escribir cualquier nimero como veremos mas
adelante. Un numero es una suma de unidades o una coleccién de
unidades. Por la adicién de dichas unidades los nimeros aumentan sin
fin.

2. Los signos de las operaciones elementales

Los modernos signos algebraicos +y-ya se usaban en Alemania en la segunda
mitad del siglo XV.

Johannes Widman (1462-1498) fue el primero que los incluy6 en su
impreso Behende und hupsche Rechnung auf alien kauffmanschafft (1489).



Martirio de San Andrés

La cruz de San Andrés x como simbolo de la multiplicacion se atribuye,
aunque hay dudas al respecto, al inglés William Oughtred en su Clavis
mathematicae (1631).



William Oughtred (1574-1660)

Por otro lado, el punto. fue introducido por el aleman Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) para denotar la multiplicacién.



Gottfried Wilhelm Leibniz

En una carta fechada el 29 de julio de 1698 y dirigida a J. Bernoulli,
Leibniz se expresaba en los siguientes términos:

No me gusta x como simbolo de la multiplicacién, dado que se confunde
facilmente con x(...), a menudo relaciono dos cantidades simplemente
con un punto entre ellas e indico la multiplicacion por ZC « LM. Para
designar la razon no uso un punto sino dos, que también utilizo para la
division; asi, en lugar de tu dy. x:: dt. a, escribo dy: x = dt: a, dado que
dy es a x como dt es a a es realmente 1o mismo que dy dividido por x es
igual a dt dividido por a.

En 1637, el francés René Descartes (1596-1650) design6 la multiplicacién
por simple yuxtaposicion.



René Descartes

El signo: para la divisién apareci6é por primera vez, que sepamos, en un
articulo de Leibniz de 1684 publicado en Acta eruditorum.

Christoff Rudolff (1499-1545) introdujo el signo radical, en su Die Coss
(1525), primer libro de algebra escrito en aleman, pero no hizo uso de indices
para el orden de radicacion.

La colocacién de los indices en el interior del «angulo» del signo radical
fue sugerida por el matematico francés Albert Girard (1595-1632).



Albert Girard

La idea de Girard fue recogida por su compatriota Michel Rolle (1652-
1719) como puede verse en el siguiente fragmento de su Traité d'Algébre
(1690).



LIVRE QUATRIEME 1.7
v 2,0uv4fignifie qu'il faue exeraire la racine quarrée de «.
Vb iignifie qu’il faut extraire laracine cubique de 4.
Ve fignifie que de ¢ il faur enirer la racine quatriéme,
<’eft i-dire la racme quarré-quariée,
Vd exprime la racine cinquiéme de &, & ainfi de fuice,
$'i' faur exrraire la racine cinquiéme de 8—vV V2 , on
£crit Vg—v/6 v 25 &s'il faloit extraire 11 racine cubique

de 7—v 1—v 41,’0on ecriroit V7 —vi— v 41,8 ainfi des au-
tres, ou l'on obfervera que le figne radical qui renferme
dautres fignes radicaux , s':pp:llc Signe wmiverfel : & que le
nombre qui cft [ur un figne, en clt'expafant. Ainfi le nom-
bre 8 cft I'expofant du figne v.

3. Igualdad y desigualdad

El galés Robert Recorde (1510-1558) escribi6 en 1557 The Whetstone of
Witte, tratado de algebra en el que aparecia por primera vez el signo moderno
de igualdad.



Robert Recorde

El autor justificaba la adopcién de un par de rectas paralelas como simbolo
de igualdad, diciendo que no hay dos cosas que puedan ser mas iguales.

I | 458 . — 1§ §===7 1.4,

2. 20.28 .18 §=—===,102.4.

o 26.F —}—10%p ===0.3——]0%p —|—213.4,
4 195 ——192f~msl op—t—Ic8§—19%
5o 183 —+—24.§v~===8. 5 — 25
6 343 —I12%p———==40% —}—480§—0o.3

Por otro lado, el inglésJohn Wallis [De sectionibus conicis (1655)] hizo uso
de un simbolismo parecido al actual para designar la desigualdad.



John Wallis (1616-703)

Los signos > (mayor que) y < (menor que) se encuentran en el manual
TeutscheAlgebra, escrito porJohann H.Rahn (1622-1676).

Teutsche Algebra (1659), p. 72



4. La notacion exponencial

En 1636, James Hume en una edicion del algebra de F.Vieta introdujo la
notacion exponencial actual en la que los exponentes se escribian con
numerales romanos. Asi, por ejemplo A" significaba A.

En 1637, René Descartes en su Géométrieescribio los exponentes con
numerales indo-arabigos.

g4-=1630 + 9633 -~ 2567 T 256
+163'--1923% 1+ 768 Z--1024
7135 s68 L1030

- 4 21+ 16

- 420

{1 » __:5' {{--6:] % - 36 20 o.

5. Las fracciones

La linea horizontal - que separa el numerador del denominador de una
fraccion es de origen arabe y fue utilizado regularmente por Leonardo de Pisa
en su LiberAbaci.

6. El paréntesis



Joseph de Lalande (1732-1807)

En la Mémaoire sur les Interpolations, ou sur 1'usage des d érences secondes,

troisiémes, &c. dans les Calculs astronomiques (1761)«1, de Joseph Jérome
Lefrancais de Lalande, encontramos el simbolo () tal como se aprecia en el
siguiente detalle de la pagina 127.




Triangle arithmétique.

t.

te L.

1 2. 1

. 3 3. I.

1. 4 6. 4 f.

I. S5+ 19, 10, 5. Te

t, 6. Tr5. 20. 18, 6. X,

e Z¢ 21s 35 35 21, 7 Y.

. 8. 28. 6. 70, s6. 28. 8. 1

1. 9. 36 84, 126, 26, 84 36 9. 1.
&e.

La fomme d’'un nombre m de termes pris dans la premicre
colonne verticale, eflt m,; pris dans la de colonne, eft

& f=+1) . gansha troifime colonne, Z-E LB+ Y Dy

1 3. 3.

s &
k quatrieme coloane, I fomme d'un mombre m de termes,
fora “-t""l")-(ﬂ-‘-*)-(ﬂ-l-).»” 8io.
T 3‘- f-

Doce afios mas tarde, en las Recherches sur la maniére de former des
Tables des planétes, d'aprés les seules observations (1772) ~", JosephLouis
Lagrange uso el paréntesis como puede verse en la figura adjunta.

DES SCIENCES 523
terme général

{E-l-—(ﬂ!-f—l)fl-ﬁr.*d#*l"xl*—(-‘IH!JJM”{-:-##i
a a:5
o7 h-l-tj(l-t-ijfl-l—],l....-.ﬂll+.l-l—|!l.r'n—1f - m
BaFranns b o= ]p ]

Jl &ci




Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

7. Numeros combinatorios
Sean m y n dos nimeros naturales (m>_ n).

El simbolo (i) se llama nimero combinatorio o coeficiente binomial y fue
introducido en 1827 por Andreas von Ettingshausen (Vorlesungen tiber
hohere Mathematik).



Andreas ron Ettingshausen (1796-1878)

RBegeichnen wir die Coefficienten der Potengen von x in diefer
Deibe; der Kiirge wegen, durd) die Spmbole

Gl IS0 AR oo cicoiing

. . m(m—1) (m—1a)....(m—(n—1)) m
indems wir allgemein e burdy (n)

vorjlellen, fo baben wir
( m )= m(m~—~1)(m—1)....(m—(a—1)) (m—n)
LE A.: % - R 5 i {n-{-i}'

8. Factorial

El simbolo «factorial» fue introducido por Christian Kramp (1760- 1826)1+1
que, en sus Elémens darithmétique universelle (1808), decia:

Me sirvo de la notacion mas simple n! para designar el producto de



numeros decrecientes desde n hasta la unidad; a saber:

nx(n-—1)x (n-2) x... x3x2x1.
9. Infinito

El simbolo oo (infinito) aparecié impreso por primera vez en De sectionibus
conicis, publicado por Wallis en 1655.

PARS PRIM A

PROP. L
De Figuris planis juxta Indivifibilinoe
mictboclume comfiderandis,

Upponoin limine (juxtd Bonaventure
) Cavallerii  Geosretriam Indivifibilium )
“') Planum quodlibet quafi ex infinicis lineis

}.;J parallelis conflari: Vel potilis (quod e-

-“ L - - -

¢ T2 go mallem) ex infinitis Pralllogram-
mis zque altis; quorum quidem fingulo=

rum altitudo fit totius altitudinis 2, ,five aliquota pars

infinite parvas (elto enim o nota numeri infini-
113) adeoqs omnium (imul altitudo aqualis altitudi-
ni hgura,

10. Tres numeros famosos: ir, iy e

El simbolo 7r que designa la razon de la longitud de la circunferencia a la de
su diametro fue introducido en 1706 por el galés William Jones (1675-1749).



William Eones

En la pagina 263 de su Synopsis Palmariorum Matheseos (1706)
encontramos dicho signo con su valor numérico aproximado.

There are various other ways of finding the Lewgths,
or Aress of particular Curve Lines, or Plines, which
may very much facilitate the Pradtice ; as for Inftance,
in the Cirele, the Diameter is to Circumference as 1 to

———— e —

6 16
!—-——i- _‘T_———-_iL+_:.-.;_‘;—_‘.E_. —— w‘-‘—_—-

s 239 ‘s 239 s
3014159, Os, =,

Leonhard Euler (1707-1783) popularizo el uso de 7t y lo utilizé en 1748 en
su Introductio in analysin infinitorum.



Leonhard Euler

El mismo Euler introdujo la letra i para designar. .o hizo en Deformulis

differentialibus angularibus maxime irrationalibus, quas tamen per
logarithmos et arcus circulares integrare licet".

Queniam mihi quidem alia adhuc via mon patet istud prae-
stardi, nisi per imaginaria procsdendo, formulam Y/ — 4 litcera

i in posterum designabo, ita ut sit iiz= — 1, ideoque I — = i

Euler también adopto la letra e para designar la base de los logaritmos
neperianos. Al parecer la usé en un manuscrito escrito entre 1727 y 1728 que
fue publicado en 1862. Apareci6 impresa, por primera vez, en su Mechanica
(Volumen 1, p. 68) publicada en 1736.



Corollarium 171.

171, Quanguam dutem in ifta acqoatione ipfa
potcntia p non ineft, tamen eivs dire&io 4 qua re-
latio elementorom 4x er 4y pender, adhuc fiper
eft. Dara igirur divetione potentiae pun&tum in
quounis loce follicitantis, ¢t ipfa curua in qua pun-
€tum mounctur, poteric ex his folis datis determi-

nari pundti celeriras in quouis loco. Erit enim
dyds .
'-i—bfg; fen c—¢'vd= vbie denotat numerum, cuius

logarithmus hyperbolicus eft x.

11. El simbolo sumatorio

El simbolo sumatorio L, utilizado para representar sumas abreviadas, fue
incluido por Euler en el catalogo de signos matematicos.

26. Quemadmodum ad differentiam denotandam ufi fu.
mus fieno &, ita fummam indicabimus figno 21

Institutiones calculi differentialis (1755)
12. El paso al limite

La abreviatura lim. para «limite» no fue usada, que sepamos, hasta que el
suizo Simon Lhuilier (1750-1840) la empleo en su Exposition élémentaire
des principes des calculs supérieurs (1786).



| —— | 31

Or la fimire du rappore eft celui do 2 & P2 - Q.4; done la limice

du premior rappore eft auffi celii de a d P’ | Q.45 favoic

Lim 27¢ — I + Q4
fax

ou Lim 2% = P4 4 Q.

ar
Oa monteo do méme, quo les quandeds P, Q, R, S, T', &c. éant
telles que les expofants des rappores linvices de leurs changements Gimultanés
ou changement Ax de x foicat A, A, A, A" &c.,., refpeftivement: on
obuiene
Lim, "% — QRS x A 4~ PRS x A + -
PQS x A& <= PQR x A"

Mucho mas tarde, en 1905, John Gaston Leathem (Volume and Surface
Integrals Used in Physics) introdujo una flecha para indicar la variacién de la

variable independiente.
Refiriéndose a la formula:
T r
f fdr=Lim | fdr,
=0 J&

Leathem se expresaba en los siguientes términos:

(...) el simbolo - se usa para denotar frases como «tendiendo a» o «tiende
a». Asi, t - 0 se lee «t tiende a cero».

13. Derivadas

La notacion que se utiliza actualmente para designar la primera, segunda,
tercera... derivada de una funcion de una variable se remonta al 1797. En
dicho afio J.L.Lagrange publicé su Théorie des fonctions analytiques de la
que hemos seleccionado el siguiente parrafo:



Donc , i, pour plus de simplicité et d'uniformité, on
dénote par f1x la premiére fonction dérivée de fx, par (' x la premiére
foncrion dérivée de f'x, par f“x Iz premiére fonction dérivée de [ x,

et #inst de suite,
14. Integrales

El signo integral f fue propuesto por Gottfried Wilhelm Leibniz en un
manuscrito fechado el 29 de octubre de 1675.

Joseph Fourier (1768-1830)

Por otro lado, el simbolo de la integral definida se debe aJoseph Fourier
que lo adopto en la pagina 252 de la Théorie analytique de la chaleur (1822).



b
Nous désignons en général par le signe f Iintégrale qui

commence lorsque ]a variable équivaut & @, et qui est com-
plete lorsque la variable équivaut & &; et mous écrirons
I'équation (n) sous la forme suivante :

1 [ r
;n9¢'='-—;fipx ci.r+cus.xfgx cos.xd x
s

2]

;] -
+ €08, ::.rf?.::cus.::;.,.—:J:r+ms+3.xf?xcm.3;rrf.r+ etc. (v)
o o

15. El simbolismo geométrico de Pierre Hérigone (1580-1643)

El matematico francés Pierre Hérigone presento en su Cursus mathematicus,
nova, brevi, et clara methodo demonstratus«' (1634) un amplio catalogo de

simbolos geométricos, algunos originales (perpendicularidad, angulo) v otros

(paralelismo, triangulo, cuadrado, rectangulo, paralelogramo, circulo)

heredados de matematicos anteriores como Herén (s. 1) v Pappus (s. I1I-IV

['].

§< pentagonum, pentagone.
6< hexagonum, exagone , €7,

== parallela, parallele.

»L perpendicularis , perpendiculaire,



o clt pun&um, ¢ff vn poindt.
~— cft re@a linea, eff wne Iigve droilte.
<, L clt angulus, eft vn angle.
2 eft angulds re@us, eft vn angle droid.
@ eft circulus, eff vn cercle.

eft pars circumferentiz circuli.

0.0 geﬂ une partiede la circonference du cercle,
8 , O eftfegmentil circuli, ¢t vn fegment de cercle.
A eft triangulum, eff un ;m‘sk.

a cft quadratum, eff vn quarre,

o eft reGtangulum, ¢ff vn rrcqangfr.

o eft parallcliugmmmum,q‘l vn parallel e

opiped. clt parallelepipedum,eft vn paralle 'PiP‘df"

Simbolos geométricos del Cursus mathematicus

16. Rectas paralelas

El signo 11, utilizado en la actualidad para indicar que dos rectas son
paralelas, fue introducido por John Kersey en The Elements of that

Mathematical Art, commonly called Algebra (1673) ~'].

Afios mas tarde lo encontramos en Synopsis Palmariorum Matheseos
(1706) de William Jones.




38. The L (n,N) madeby the Tangent(PG,PT) and Chord
(PB) bus for its meafure an Arc = balf thas [ubtendzd by
she Chord. -

Draw a Diameter L PB, then is the Arcz, and Chord
PB bifeéted (by 18), draw the Rad. CP, asallo CD || PB.

Then LH—"‘L?:L:L;--‘—J!_# ) ; ‘
{ by Confir.) But 3=2x (by 17) then= “4‘_;7;%51—1'
rby Eq Subdu@, And - « Meafures the 7 /\ﬂ,.)

B
A

Lt:‘yr bqﬁj thereforeallothe L 2, Allo Bk/
n+l~¥:r¢mfm’ed by 324 +A (by
¢) th. Nis meafured by 1 A.

17. Razones trigonométricas

Los simbolos de las razones trigonométricas, tan familiares a los alumnos de
Bachillerato, ya se encuentran en la Introductio in analysin infinitorum
(1748) de Euler con una apariencia muy parecida a la actual.

Secantes autem et cosecantes ex tangentibus per solam subtractionem
invenivntur; eat anim
I:man.:—mt.—;.r--cnt.t
et hinc

SEC. 5 == cut..(-iﬂ'— -;-l) — tang. s

Ex his ergo luculenter perspicitur, quomodo ecanones sinuum construi po-
toerint.



138, Ponatur denuo in formulis § 183 arcns s infinite parvus et sit »
numerus infinite magnus i, ut {2 obtineat valorem finitum v¢. Erit ergo
#s==0 ot g== =, nnde gin re= T et cos. £==1; his substitatis fit

008, ¥ == (l d “F‘_ !)‘:‘;1 'F'_ ’)‘

e e

LT I

atque

Encontramos el mismo inventario de signos en el Compendio de
matematicas puras y mistas (1819) del granadino José Mariano Vallejo

(1779-1843).

Esc. Es muy conveniente encomendar £ la me-
moria las fdrmulas

sen, 1 cos. I
taug.:m ; :ec.:c—‘;-, .:Ut'=sen 3 ernec.—._—.se_n.‘

por las muchfsimas trasformaciones de que son sus-
ceptibles, y que cada una da un valor particular para
la linea que se despeja.

18. Incognitas y parametros

Francois Vieta (1540-1603), en su In artem analyticam isagoge (1591),
utilizo las vocales mayusculas para designar las incognitas y las consonantes
mayusculas para indicar las cantidades conocidas.

Con R.Descartes (Géométrie, 1637) se inicio la practica actual de usar las
ultimas letras del alfabeto para las incégnitas y las primeras para los
parametros. Al mismo tiempo, el autor del Discurso del Método, acostumbro
a igualar a cero el primer miembro de cualquier ecuacion.



E Vieta

R.Descartes

19. Determinantes



Arthur Cayley (1821-1895)

En 1841'], Arthur Cayley representod los determinantes como disposiciones
cuadradas de numeros o letras, escritos entre dos barras verticales.

Let the symbols

o (53] 55

denote the quantities
a’- a‘B’ — ﬂlﬁ, C(B"y” _a,B”'}” +a;Bu'¥ - a;ﬁyu‘ + a”)G'T’ - G”B’ , &c.

Salvo las comas que separan los elementos de cada fila, el simbolismo de
Cayley coincide con el actual.
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Capitulo 2

Por qué algunas expresiones
se llaman notables?

En todos los libros de texto dedicados a la ensefianza de las matematicas
elementales hay una seccion consagrada a ciertas identidades (cuadrado del
binomio, cubo del binomio, diferencia de cuadrados...) a las que se bautiza
con el nombre de «expresiones notables».

Las lineas que siguen se dedican a explicar por qué son «notables» dichas
expresiones.

1. Cuadrado de la suma

Euclides de Alejandria

m

Alla por el afio 300 antes de Cristo, Euclides de Alejandria demostré




geométricamente que:
(a+ b)?= a®+ b*+ 2ab

Sin recurrir al discurso del geémetra griego, la validez de la expresion
anterior queda patente en el diagrama adjunto.

A

b ab b?
v
A

a a? ab
v

a b

También resulta claro que la figura siguiente permite escribir la expresion:

(a+ b+ ¢)%= a®+ b+ 2+ 2ab + 2ac + 2bc



a 4 C

Utilizando un dibujo adecuado, se podria visualizar la igualdad:

(a+ b+ c+ d)?=a*+ 0>+ &+ d*+ 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

Ni que decir tiene que, recurriendo a bocetos apropiados, se podria
establecer el desarrollo de (a + b + ¢ + ...+ z)2 para cualquier numero de
sumandos.

2. Un juego de adivinacion cuadratico

En el libro noveno de la Arithmetica practica, y speculatiua (1562) del
bachiller Juan Pérez de Moya encontramos la siguiente recreacion
matematica.



4 La fegundaregla u.;:lm'
mero que ft-quadrare, y 3 fu quadradodagle

Libro nono. 737
diere el doblo del mifmo numero yvno mas.di
o § larayz quadradadetodo cfto menos vno
a el numero que al principio fe quadro: Po~
ned por exemplo,que vhotoma cinco,quadran
doloferan veynte y cincd, afiadan el doblode
Jos cinco’, y vno mas ¢on los mifios 24, y fe-
rantreynta y feys.¥echo efto,pregunta quan<
tomanta, y refponderan’ que treynta y feys.
Pues facala rayz qpadrada detreynea y feys, §
es [eys,y deftos feys quitavno, y qhezaran cin
co,y tantofera el numero queal principio feto
mo.

«La segunda regla es, que todo numero que se cuadrare, y a su cuadrado se
afadiere el doble del mismo nimero y uno mas, digo que la raiz cuadrada de
todo esto, menos uno, sera el nimero que al principio se cuadro. Poned, por

ejemplo, que uno toma cinco. Cuadrandolo seran veinticinco. Afiadan el
doble de los cinco y uno mas con los mismos 25 y seran treinta y seis. Hecho
esto, pregunta cuanto monta, y responderan que treinta y seis. Pues saca la
raiz cuadrada de treinta y seis, que es seis, y de estos seis quita uno, y
quedaran cinco, y tanto sera el nimero que al principio se tomo.»

I.as operaciones que deben efectuarse para adivinar un nimero a son las
siguientes:

*Elevar al cuadrado el numero pensado [= a2].



*Sumar al resultado anterior el doble del numero pensado [=a2+2a].
*Afadir 1 ala suma anterior [Za2+2a+1=(a+1)2].

e Extraer la raiz cuadrada de la suma anterior [= V(g + 1)2
=a+1].

*Restar 1 del resultado anterior [(a + 1) - 1 = a].

3. La raiz cuadrada y el cuadrado de la suma

Desde una Optica aritmética la raiz cuadrada de un numero N es otro numero,
digamos n, tal que n2 = N.

Simbdlicamente:
VN =ne n?=N
PRIMER EJEMPLO: Célculo de 4489
Numero de cifras de la parte entera de 4489
El nimero 4489 se puede escribir asi: 48 « 102 + 89.

Por tanto, la parte entera de 4489 debe ser un niumero del tipo 10a+b (con
ay b numeros naturales) dado que, en este caso, las unidades de mayor orden
de su cuadrado seran centenas.

En efecto:
(10a+ )%= a® - 10%+ ¥ + 2(10a) b= a®- 102 + b[b+ 2(10a)]  (¥)

Utilizaremos los sumandos a*- 10* y 6[b + 2(10a)] de (*) para
determinar la primera y segunda cifra de la parte entera de Y4489,
respectivamente.

Calculo de la primera cifra de la parte entera de 14489



La primera cifra de la parte entera de 4489 es el ntimero natural a para el
que a2 * 102 es la mejor aproximacién por defecto de 4489.

Por ensayo-error se tiene que:

Sia=1= a*-10%=100 < 4489
Sia=2= a*-10%=400 < 4489
Sia=3= a*-10%=900 < 4489
Sia=4= a*-10°=1600 < 4489
Sia=5= a®-10%=2500 < 4489
Sia=6= a*-10%= 3600 < 4489
Sia=7= a®-10?=4900 > 4489

En consecuencia, la primera cifra de la parte entera de 4489 es a= 6.
Por tanto:

V4489 =6- 10+ b+ ...
Calculo de la segunda cifra de la parte entera de 4489

La segunda cifra de la parte entera de 4489 es el nimero natural b tal que

b[b+2(10a)] = b[b + 120] es la mejor aproximaciéon por defecto de 4489 -
3600 = 889. [2]

Por ensayo-error se tiene que:

S16=0=0[b+120] = 0<889
Sib=1= b0[b+120] =121 <889
Sib=2= b[b+120] =244 <889
Sib=3 = b[b+120] = 369 < 889
Sib=4= b[b+120] =496 < 889
Sib=5= b[b+120] =625 <889
Sib=6= b[b+120] =756 < 889
Sib="7= b[b+120] =889 =889



En consecuencia, la segunda cifra de la parte entera de es b = 7.

Por tanto:

V4489 =6 - 10+ 7= 67

SEGUNDO EJEMPLO: Calculo de 5
Numero de cifras de la parte entera de ~56169
El nimero 56169 se puede expresar asi: 5 ¢ 104 + 61 « 102 + 69.

Por tanto, la parte entera de 56169 debe ser un numero del tipo a 102 + b ¢
10 + ¢ (con a, by ¢ numeros naturales) dado que, en este caso, las unidades de
mayor orden de su cuadrado seran diez millares.

En efecto:

(a-102+b-10+¢)2=a®- 104+ 07 - 102+ &+ 2(a-10%) (b- 10)+
+2(a-10%)c+2(b-10)c=a*-10*+ b[b- 10>+ 2(a - 10%)10]+
+clc+2(a-10%) +2(b-10)] (%)

Nos serviremos de los sumandos a2 * 104, b[b * 102 + 2(a

102)10]yc[c+2(a*102) + 2(b * 10)] de (**) para determinar la primera,
segunda y tercera cifra de la parte entera de <56169, respectivamente.

Calculo de la primera cifra de la parte entera de 56669

La primera cifra de la parte entera de 5 es el nimero natural a para el que
a2 * 104 es la mejor aproximacion por defecto de 56169.

Por €nsayo-error se tiene que:

Sia=1= a*-10*= 10000 < 56169
Sia=2= a?-10*=40000 < 56169
Sia=3= a*-10*=90000 > 56169



En consecuencia, la primera cifra de la parte entera de 5 es a= 2.
Por tanto:

V56169 =2- 1P +b-10+¢ +...

Calculo de la segunda cifra de la parte entera de 5

La segunda cifra de la parte entera de 5 es el numero natural b tal que

b[be101 + 2(a*102)10] = b[b*102+4102] es la mejor aproximacion por
defecto de 56169 - 40000 = 16169.»iH

Por ensayo-error se tiene que:

Sib=0= b[b-10%+4 -10%] = 0<16169
Sib=1=0[b-102+4-10%] = 4100< 16169
Sib=2=0[b-102+4-10%] = 8400< 16169
Sib=3= b[b-10%+4-10%] =12900 < 16169
Sib=4=b[b-10%+4 - 10%] = 17600 > 16169

En consecuencia, la segunda cifra de la parte entera de 56169 es b= 3.
Por tanto:

V56169 =2-102+3 - 10+ ¢+ ...
Calculo de la tercera cifra de la parte entera de 5

La tercera cifra de la parte entera de 5 es el niumero natural c tal que
c[c+2(a*102)+2(b*10)] = c[c+2(2°102)+2(3 10)] = c[c+ 460] es la mejor

aproximacion por defecto de 16169 - 12900 = 3269. 141

Por ensayo-error se tiene que:



Sic=0= c[c+460] = 0 <3269
Sic=1= ¢[c+460] = 461 <3269
Sic=2= c[c+460] = 924 <3269
Sic=3= c¢[c+460] = 1389 < 3269
Sic=4= c[c+460] = 1856 < 3269
Sic=5= c¢[c+460] =2325 < 3269
Sic=6= c[c+460] = 2796 < 3269
Sic=7= c[c+460] = 3269 = 3269

En consecuencia, la tercera cifra de la parte entera de 56169 es c= 7.
Por tanto:

V56169 =2 - 102+ 3 - 10 + 7 = 237

4. «Completar cuadrados»: una estrategia inteligente para resolver ecuaciones
de segundo grado.

La técnica de «completar cuadrados» es un recurso muy Util a la hora de
resolver ecuaciones de segundo grado con una incégnita.

En efecto, sea la ecuacion cuadratica ax2 + bx + ¢ = 0.

Entonces:
b C b c
a +bx+c=0=2>3+—x+—=0=2x+2—x+—=0=>
a a 2a a
b b? B¢ b B ¢
:x2+22ax+4a2—4a2+7_0:>x2+22ax+ A2~ A a:>
2 R S S
(vt gg) da e = et N aE
_ b b? —4ac
= x=-5_ % 2 =
2 2 _
N b b?> —4ac e —b+NbV*-4ac




5. Una identidad que resuelve algunos problemas cuadraticos

a b
h
H-b ¢l
a-b a-b
&l
a-b
b
b a

La figura anterior se puede traducir facilmente a la siguiente identidad
algebraica.

(a+b)?—- (a—b)?=4ab

De donde:

Yo o

Al parecer, los antiguos babilonios conocieron y utilizaron dicha expresion
para resolver algunos problemas cuadraticos.

Para cerciorarnos de ello, consideremos el problema cuarto de la tablilla
cuneiforme BM 13901 (ca. 2000 a. C.).



BM 13901 / Problema 4

Traduccion al simbolismo
algebraico moderno

La suma de las dreas de

dos cuadrados es 1300. x* +9*=1300
El producto de los lados de xy=600
dichos cuadrados es 600
1* etapa | Divide 1300 en dos X2+ )P
: =650
partes iguales. 2
22 Multiplica 650 por 650: 22+ 2\
etapa | 422500, ( 5 ) = 422500
3" etapa | Multiplica 600 por 600. (xy)*= 360000
4" etapa | Resta 360000 de 422500 2+ 92\ .
y obtienes 62500. ( ) ) = (x9)"= 62500
5" etapa | El lado del cuadrado es ) 2 —
750 (52 62500 =
6" etapa | Anade 250 a 650: 900 X+ 9 .\ X — §? 22900
2 2
7% etapa | El lado es 30. x=30
30 el primer cuadrado.
8" etapa | Resta 250 de 650y Xty =y 2 _ 400
obtienes 400. 5 9 )7
9° etapa | El lado es 20. y=20

Notemos que para pasar de la cuarta etapa a la quinta es necesario hacer

20 es el segundo cuadrado

uso de la identidad (***).

En efecto:

Si en (***) hacemos a = x2 y b = y2 resulta:

2y

2

4

'(2

)= o= (555 -




Con esto:

(ﬁ+f

2 a2 2 _
. )—(xy)2=62500=>(x22y ) =62500=>:¥=\/62500=250

Encontramos otra aplicacion de la identidad (***) en la Arithmetica
practica, y speculatiua de Juan Pérez de Moya.

En el capitulo XXIII del libro segundo (p.218) leemos:

9§ Dame.a.numeros,§ elquadrado del vno exce
daal del otro en.12.0 en lo que quifieres. Diuis

delosasen.z.partes tales, que la differencia de«
lavnaala otrafea ¥no,afsicomo.s.y—L-y 6.1y

eftos feranlos.2.numeros,que {us clunaradns- ex
cederan en.12.y afsi haras las femejantes.

La resolucion del problema se apoya en una adaptacion de la expresion
(***) cuando b = 1.

En esta situacion, se tiene que:
(a+1)2 (a—l )2—a
2 2 -
Ademas, si a = 12, resulta que:
13y 11y
(-
2 2

Esta es la solucion propuesta por eljienense Pérez de Moya.

6. Cubo de la suma



En la parte izquierda de la figura anterior se representa un cubo de arista p
+ g. Por consiguiente, el volumen de dicho hexaedro viene dado por (p + q)3.

Por otro lado, la parte derecha de la figura anterior presenta una
descomposicion del cubo de arista p + g en ocho piezas: un cubo de volumen
p3, un cubo de volumen g3, y seis ortoedros (notemos que tres de ellos tienen
un volumen igual a p2q y otros tres tienen un volumen igual a pqg2).

En consecuencia:

(p+ @° =P+ ¢+ 31" g+ 3p¢ [o]



¢Qué sucedera cuando la arista del cubo original sea p+q+r?
Si la arista del cubo es p + g + 1, entonces su volumen es (p+q 3+r).

Ademas, dado que la arista esta dividida en tres partes, el cubo se puede
descomponer en 33 = 27 piezas (nueve en cada uno de los pisos de «alturas»
p,qyr). El volumen de cada una de ellas es un sumando del desarrollo de

(p+g+1)3.
¢Qué estructura tienen estos sumandos?

Dado que las dimensiones de cada pieza pertenecen al conjunto {p, g, r},
resulta obvio que se pueden presentar las tres situaciones siguientes:

(1)Las tres dimensiones coinciden. En este caso las piezas son cubos de
volumenes respectivos p3, q3 y IT.

(2)Sélo coinciden dos dimensiones. En esta situacion, los volumenes de las
piezas son p2q, p2r, q2r, rq, rpy q2p.

(3)Las tres dimensiones son diferentes. En este caso los volumenes de las
piezas son pqr.

¢Cuantas piezas hay de cada tipo?

Para hacer un recuento efectivo, consideremos una vista cenital del cubo
(véase la figura siguiente). En ella, en el interior de cada una de las nueve
piezas, hemos escrito el area de su base.



q

Teniendo en cuenta que el cubo tiene tres pisos de alturas respectivas p, q y
r se pueden localizar, en cada piso, las piezas descritas en los apartados (1),
(2) y (3) escribiendo sus volimenes en el interior de cada una de ellas

p q r
po| v | pr
pg | @ | qr
pr qr r

(véanse los diagramas siguientes).

q

poog
P v | P
pa | pit | b
pr| par | pr

Piezas del piso de altura p




Piezas del piso de altura q

p q r

po| | e | pr

q | pgr| g7 | qr

] 5] a

& pr qr r

Piezas del piso de altura r

En la tabla siguiente se presenta un resumen de los resultados anteriores.



Tipo Numero de Numero de Numero de Niuimero

de piezas en el piezas en el piezas en el total de

pieza piso de altura p piso de altura g piso de alturar  piezas
P 1 - - 1
7 - 1 - 1
r - - 1 1
’q 2 1 - 3
p*r 2 - 1 3
q>*r - 2 1 3
rq - 1 2 3
r°p 1 - 2 3
¢p 1 2 - 3
par 2 2 2 6
9 9 9 27

A partir de aqui, resulta claro que:

(p+q+1)’=pP+F+7P+3p2 q+ 3PP r+ 3¢ r+
3P g+ 3P p+ 3¢ p+ 6pgr [B]

7. Laraiz cubica y el cubo de la suma

Desde una oOptica aritmética la raiz ctibica de un nimero Nes otro nimero,
digamos n, tal que n3 = N.

Simbolicamente:
IN =neon*=N
PRIMER EJEMPLO: Calculo de 342875
Numero de cifras de la parte entera de 342875

El nimero 42875 se puede escribir asi: 48 < 103 + 875.



Por tanto, la parte entera de 342875 debe ser un numero del tipo loa+b (con
ay b numeros naturales) dado que, en este caso, las unidades de mayor orden
de su cubo seran millares.

En efecto, en virtud de la identidad [a] se tiene que:

(10a+ b)?>= (10a)® + b®* + 3(10a)? b+ 3(10a) b =
=1000a* + b(% + 300a® + 30ab)

Utilizaremos los sumandos 1000a3 y b(b2 + 300a2 + 30ab) de la expresion
anterior para determinar la primera y segunda cifra de la parte entera de
342875, respectivamente.

Calculo de la Primera cifra de la parte entera de 342875

La primera cifra de la parte entera de -i42875 es el nimero natural a tal que
1000a3 es la mejor aproximacion por defecto de 42875.

Por ensayo-error se tiene que:

Sia=1= 10004= 1000 < 42875
Sia=2= 1000a°= 8000 < 42875
St a =3= 10004°= 27000 < 42875
St a =4= 10004’ = 64000 > 42875

En consecuencia, la primera cifra de la parte entera de 42875 es a= 3.
Por tanto:

42875 =3 - 10+ b+ ...
Calculo de la segunda cifra de la parte entera de 342875

La segunda cifra de la parte entera de 342875 es el nimero natural b tal que

b(b2 + 300a2 + 30ab) = b(b22 + 2700 + 90b) es la mejor aproximacién por
defecto de 42875 - 27000 = 15875. 5]

Por ensayo-error se tiene que:



Sib=0= b(B+2700+90b) =  0< 15875
Sib=1=> b(I+ 2700+ 90b) = 2791 < 15875
Sib=2= b(F + 2700 + 90b) = 5768 < 15875
Si b= 3= b(I+ 2700 + 90b) = 8937 < 15875
Si b=4 = b(8 + 2700 + 90b) = 12304 < 15875
Sib=5 = b(8 + 2700 + 90b) = 15875 = 15875

En consecuencia, la segunda cifra de la parte entera de 342875 es b= 5.
Por tanto:
J42875 =3 - 10 +5=35
SEGUNDO EJEMPLO: Calculo de 3186 8867
Numero de cifras de lapa rte entera de 31860867
El nimero 1860867 se puede escribir asi: 1 « 106 + 860 « 103 + 867.

Por tanto, la parte entera de 31860867 debe ser un niamero del tipo 100a +
10b + c (con a, by c numeros naturales) dado que, en este caso, las unidades
de mayor orden de su cubo seran millones.

En efecto, en virtud de la identidad [(3] se tiene que:

(1004 + 106+ ¢)® = (1004)® + (105)® + & + 3(1004)? (10b) + 3(1004)®
c+3(106)2 ¢+ 82 (100) + 32 (100a) + 3(105)? (1004) + 6(1004)
(100) ¢= (100a)® + 105[ (106)2 + 3(1004)? + 3(1004) (105)] + [ &

+3(1004)2 + 3(106)2 + 3¢(100) + 3¢(1004) + 6(1004) (105)]

Utilizaremos los sumandos:
* (100a)';

« 10b[(106)2+3(100a)2+3(100a)(10b)]



« c[c2 +3(100a)2 + 3(10b)2 + 3c(10b) + 3c(100a) + 6 (100a) (10b)]

de la expresion anterior para determinar la primera, segunda y tercera cifra
de la parte entera de 3186 8867, respectivamente.

Calculo de la primera cifra de la parte entera de 3186 8867

La primera cifra de la parte entera de 31860867 es el numero natural a tal
que (100a)3es la mejor aproximacion por defecto de 1860867.

Por ensayo-error se tiene que:

Si a=1= (100a)*= 1000000 < 1860867
Si a=2 = (100a)®= 8000000 > 1860867

En consecuencia, la primera cifra de la parte entera de 31860867 es a= 1.
Por tanto:

Y1860867 =1-102+b- 10+ c+ ...
Calculo de la segunda cifra de la parte entera de 31860867

La segunda cifra de la parte entera de 3186 8867 es el nimero natural btal
que 10b[(10Ob)2+ 3(100a)2+ 3(100a)(10b)] = 10b[(10b)2 + 3(100)2 + 3(100)

(10b)] =10b[100b' + 30000 + 3000b] es la mejor aproximacion por defecto
de 1860867 - 1000000 = 860867.""1

Por €nsayo-error se tiene que:

Sib=0= 105[1008 + 30000 + 30000] = 0 < 860867
Si b=1= 105[1004* + 30000 + 30005] = 331000 < 860867
Si b=2= 1056[1004 + 30000 + 30000] = 728000 < 860867
Si b= 3 = 105[100%* + 30000 + 30005] = 1197000 > 860867

Por tanto, la segunda cifra de la parte entera de 1860867 es b = 2.



En consecuencia:

J1860867 =1-102+2-10+c+...

Célculo de la tercera cifra de la parte entera de 31860867

La tercera cifra de la parte entera de 1860867 3 es el nimero natural c tal
que c[c2+3(100a)2+3(10b)2 + 3¢(10b) + 3¢(100a) + 6(100a)(10b)] = c[c2 +
3(100)2 + 3(20)2 + 3¢(20) + 3¢(100) + 6(100)(20)] = c[c2 + 30000 + 1200 +

60c + 300c + 12000] = c[c2 + 360c + 43200] es la mejor aproximacion por
defecto de 860867 - 728000 = 132867.[71

Por ensayo-error se tiene que:

Sic=0= c[&+360c+43200] = 0 < 132867
Sic=1= c[&+360c+43200] = 43561 < 132867
Sic=2= c¢[+360c+43200] = 87848 < 132867
Sic=3= c[&+360c+43200] = 132867 = 132867

Por tanto, la tercera cifra de la parte entera de 31860867 es c = 3.
En consecuencia:
Y1860867 = 1-102+2- 10 +3 =123

8. Resolucion de la ecuacion de tercer grado



Nicolo Fontana (1499-1557)

Nicolo Fontana («Tartaglia»), matematico italiano del siglo XV1, descubrio
una regla para resolver la ecuacion cubica x3 + bx = ¢ que comunico en los

siguientes tercetos.

Tercetos

Traduccion al simbo-
lismo moderno

Cuando el cubo y las cosas juntas

Se igualan a cualquier nimero discreto:

Se buscan otros dos que difieran en él.

Luego, tendras por costumbre

Que su producto sea siempre igual

Al cubo de la tercera parte de las cosas conocidas.
Como regla general, lo que queda

De la diferencia de sus raices cubicas

Sera 1gual a tu cosa principal.

X3+ bx
XX+ bx=c

U—v=2¢«¢

uv=(b/3)?

x=%u -Yv

Se desconoce la forma en que Tartaglia descubri6 esta regla, pero bien

pudo ser del modo siguiente.

Si en la identidad [a] se sustituye q por (-q) resulta:



[+ (1 ="+ (=9)* + 3p*(=q) +3p(-9)* =

= (p-9° =P -3Pq+3p¢ - ¢ =

=>p-¢=0-9°+3p'q-3p¢ =
=P -¢=p-9°+3pg(p- 9

A partir de aqui, haciendo p = 1-u y q =1r se tiene que:
u—v=Ru -Yv)? + Nuv@u -Iv)

Si se compara la identidad anterior con la ecuacion x3 + bx = ¢ que se
quiere resolver, resulta que:

u—v=c¢
3 3 b by’
3‘\/1@2 b:>‘\/ZE=§ = ’LL’U=(§)
$ = ¥a-¥0) = x=Yu -
En consecuencia, la regla de Tartaglia es correcta.

S6lo queda obtener la expresion de x en funcion de b y c.

U—v=c u=v+c
by by’
I = B = (v+c)v=(§):>v2+cv=(§) =
uv=(§) uv=§

0 bg_o \’cz+4 ) ﬁ _
v-+cv—(§) =0=v= 7t

Entonces, dado que la ecuacion x3 + bx = c tiene una unica solucion real
positiva, se tiene que:

S PRGOS R LU RS RS CRUES:



Por tanto:
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Capitulo 3

El teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras es, sin duda alguna, uno de los topicos matematicos
mas populares.

Euclides de Alejandria (306 a. C-285 a. C) lo enunciaba asi en la
proposicion 47 del libro 1 de sus famosos Elementos:

En los triangulos rectangulos, el cuadrado construido sobre el lado
opuesto al angulo recto [= hipotenusa] es equiralenter' a los cuadrados

sobre los lados que forman este angulo recto [= catetos].

Hay numerosas demostraciones del «teorema de los tres cuadrados». En las
lineas que siguen ofrecemos unas pocas, ordenadas cronolégicamente.

1. Una demostracién egipcia

En el libro Greek geometryfrom Thales toEuclid, el historiador George
Johnston Allman afirma que los antiguos egipcios estuvieron en condiciones
de demostrar el «teorema del triangulo rectangulo» para el caso particular de
un triangulo rectangulo isésceles.

Esta hipotesis no resulta inadmisible dado que la simple contemplacién de
un suelo cubierto con baldosas cuadradas conduce, de forma rapida, a la
conclusion de que el cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo
rectangulo isdsceles es equivalente a los cuadrados construidos sobre los
catetos.



En efecto.
El triangulo negro de la figura anterior es un triangulo rectangulo isosceles.

El cuadrado gris construido sobre su hipotenusa esta formado por cuatro
triangulos iguales al triangulo negro. Ademas, cada uno de los cuadrados
grises construidos sobre los catetos del triangulo negro esta formado por dos
triangulos iguales a él.

Dicho en otras palabras:

El area del cuadrado sobre la hipotenusa del triangulo negro [= 4] es igual a
la suma de las areas de los cuadrados sobre sus catetos [= 2 + 2].

El fil6sofo Platén (ca. 429 a.C.-347 a.C.) describe una demostracion similar
en su dialogo «Menon». Veamosla.

SOCRATES: Dime, amigo mio: ;Sabes tii que este espacio es cuadrado?



ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Y que en un espacio cuadrado las cuatro lineas que ves son
iguales?

ESCLAVO: Enteramente.

SOCRATES: ;Y que estas lineas que lo cruzan por la mitaV' son también
iguales?

ESCLAVO: Si.
SOCRATES: Un espacio de esta clase, ;puede ser mayor o menor?
ESCLAVO: Ciertamente.

SOCRATES: Si se dieran a este lado dos pies de longitud y a este otro
también dos pies, ¢cual seria la dimension del todo? Examina esto: si por
este lado hubiese dos pies y por este uno solo, ¢no es verdad que el
espacio seria de una vez dos pies?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Ahora bien, al tener también dos pies para el segundo lado, ¢no
supone esto dos veces dos?

ESCLAVO: En efecto.

SOCRATES: El espacio es entonces, dos veces dos pies, ;no?
ESCLAVO: Si.

SOCCRATES: ;Cuéantas veces hacen dos veces dos pies? Calctilalo.
ESCLAVO: Cuatro, Sécrates.

SOCRATES:;No se podria tener otro espacio doble de este, pero semejante,
y que tuviera también todas sus lineas iguales?"




ESCLAVO: Si.
SOCRATES: ;Cuantos pies tendria?
ESCLAVO: Ocho.

SOCRATES: Pues bien, intenta decirme cudl seria la longitud de cada linea
en este nuevo espacio. En esa linea tiene dos pies, ;cuantos tendria en el
segundo, que seria doble?

ESCLAVO: Es evidente, Socrates, que tendria el doble.

SOCRATES: Respéndeme. Tt dices que una linea doble da lugar a una
superficie dos veces mas grande, ¢no? Entiende bien lo que digo. Yo no
hablo de una superficie larga por un lado, corta por el otro; busco una
superficie larga como esta, igual en todos los sentidos, pero que tenga
una extension del doble; es decir, de ocho pies. Mira si sigues creyendo
aun que ella ha de ser el resultado de doblar la linea.

ESCLAVO: Asi lo creo.

SOCRATES: Esta linea que td ves, ;quedara doblada si, partiendo de aqui, le
afladimos otra de igual longitud?

ESCLAVO: Sin duda.

SOCRATES: Asi, pues, si trazamos cuatro lineas iguales, ;se construira la
superficie de ocho pies sobre esta nueva linea?



ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Tracemos las cuatro lineas segtin el modelo este. ;Es esta la
superficie que tu dices es de ocho pies?

2 2

ESCLAVO: Ciertamente.

SOCRATES: Acaso en nuestro nuevo espacio no hay estos cuatro, de los que
cada uno es igual al primero, al de cuatro pies?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Cudl es, pues, segun esto, la extension del ultimo? ;No es



cuatro veces mayor?
ESCLAVO: Necesariamente.

SOCRATES: Y una cosa cuatro veces mayor que otra, ;es, pues, el doble de
ella?

ESCLAVO: jNo, por Zeus!
SOCRATES: ;Qué es entonces?
ESCLAVO: El cuadruplo.

SOCRATES: De manera que, doblando la linea, no obtienes ti una superficie
doble, sino una superficie cuadruple.

ESCLAVO: Es verdad.
SOCRATES: Cuatro veces cuatro son dieciséis, ;no?
ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Con qué linea, pues, obtendremos una superficie de ocho
é q p p
pies? Pues esta nos da una superficie que es cuadruple de la primera,
ino?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Y esta linea cuya longitud es de la mitad nos da una superficie
de cuatro pies, ¢no?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Bien. ;Y acaso la superficie de ocho pies no es el doble de esta
que tiene cuatro pies, y la mitad de la otra, que tiene dieciséis?

ESCLAVO: Ciertamente.



SOCRATES: Necesitamos, pues, una linea més corta que esta™ y mas largas5
que aquella, ¢no?

ESCLAVO: Asi me parece.

SOCRATES: Muy bien. Respéndeme segtin lo que tii creas. Dime, ;no tenia
nuestra primera linea dos pies y cuatro pies la segunda?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Por tanto, para el espacio de ocho pies, ¢necesitamos una linea
mas larga que esta, que tiene dos pies, pero mas corta que aquella que
tiene cuatro?

ESCLAVO: Si.
SOCRATES: Intenta decirme qué longitud le das td.
ESCLAVO: Tres pies.

SOCRATES: Para que ella tenga tres pies de longitud no tenemos que
afadirle mas que la mitad de su longitud, lo cual es aqui dos pies mas un
pie. Yen la otra también dos pies mas un pie. Y obtenemos el cuadrado
que tu pedias.

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Ahora bien, si el espacio tiene tres pies de longitud y tres pies
de anchura, ¢no sera la superficie de tres veces tres pies?

ESCLAVO: Claro que si.
SOCRATES: ;Y cuantos son tres veces tres?
ESCLAVO: Nueve.

SOCRATES: Y para que la superficie fuera doble de la primera, ;cuantos
pies debia tener?



ESCLAVO: Ocho.

SOCRATES: Asi, pues, la linea de tres pies no es todavia la que nos
proporciona la superficie de ocho pies.

ESCLAVO: Evidentemente que no.

SOCRATES: ¢Cudl es esta? Intenta decirmelo con exactitud, y si prefieres no
tener que hacer calculos, muéstranosla.

ESCLAVO: Pero, jpor Zeus!, Sécrates, yo no sé nada de todo esto.

SOCRATES: Respéndeme ti. Tenemos, pues, aqui un espacio de cuatro pies,
ccomprendido?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Podemos afiadirle este otro que es igual a é1?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Y también este tercero, igual a cada uno de los dos primeros?



ESCLAVO: Si.

SOCRATES: ;Y llenar luego este angulo que queda vacio?

ESCLAVO: Completamente.
SOCRATES: ¢ No tenemos aqui ahora cuatro espacios iguales?

ESCLAVO: Si.



SOCRATES: Y todos juntos, ;cudntas veces mayores que este son?
ESCLAVO: Cuatro veces.

SOCRATES: Ahora bien, nosotros estdbamos buscando una superficie del
doble. ;Te acuerdas?

ESCLAVO: Enteramente.

SOCRATES: Si en cada cuadrado trazamos una linea de un angulo a otro,
¢no cortara las superficies en dos partes iguales?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: He aqui, pues, cuatro lineas iguales que encierran un nuevo
cuadrado.

ESCLAVO: Efectivamente.
SOCRATES: Piensa, ccual es la dimension de este cuadrado?
ESCLAVO: No lo sé.

SOCRATES: ¢No hemos dicho que en cada uno de estos cuadrados cada una



de nuestras lineas ha separado dentro una mitad de ellos? ;O no es asi?
ESCLAVO: Si.
SOCRATES: ;Y cuantas mitades de estas hay en el cuadrado del centro?
ESCLAVO: Cuatro.

SOCRATES: ;Y en este? ~6'

ESCLAVO: Dos.
SOCRATES: ;Y qué es cuatro respecto de dos?
ESCLAVO: El doble.

SOCRATES: ;Cudntos pies tiene, entonces, este cuadrado?171

ESCLAVO: Ocho.
SOCRATES. ;Y sobre qué linea se ha construido?
ESCLAVO: Sobre esta.

SOCRATES: ¢Sobre la linea que va de un angulo a otro en el cuadrado de
cuatro pies?

ESCLAVO: Si.

SOCRATES: Esta linea es lo que los sofistas llaman la diagonal. Supuesto
que este es su nombre, la diagonal es, segun tu, esclavo de Menon, lo que
da lugar a la superficie del doble.

ESCLAVO: Asi es, en efecto, Sécrates.

2. Dos demostraciones atribuidas a Pitagoras (s. VI a. C.)



PRIMERA DEMOSTRACION

Algunos historiadores sugieren que Pitagoras pudo demostrar el teorema que
lleva su nombre utilizando un procedimiento similar al que describimos a
continuacion.

(b)

Los cuadrados (a) y (b) de la figura precedente tienen la misma area dado
que sus lados tienen la misma longitud.



El cuadrado (a) se compone de cuatro triangulos rectangulos iguales (T) y
dos cuadrados grises. La longitud del lado del cuadrado menor coincide con
la del cateto menor de cualquiera de los triangulos T.La longitud del lado del
cuadrado mayor coincide con la del cateto mayor de cualquiera de los
triangulos T.

El cuadrado (b) esta compuesto por cuatro triangulos rectangulos iguales
(T) y un cuadrado negro cuyo lado tiene la misma longitud que la hipotenusa
de cualquiera de los triangulos T.

Con esto, si del cuadrado (a) suprimimos los cuatro triangulos T y del
cuadrado (b) eliminamos los cuatro triangulos T, entonces el area del
cuadrado negro es igual a la suma de las areas de los cuadrados grises.

En otras palabras:

El cuadrado sobre la hipotenusa del triangulo rectangulo T es equivalente a
los cuadrados construidos sobre sus catetos.

SEGUNDA DEMOSTRACION

Thomas L. Heath«1 sostiene que Pitagoras estuvo en condiciones de
demostrar el teorema del cuadrado sobre la hipotenusa haciendo uso de la
teoria de la proporcion.

Dicha demostracion se pudo desarrollar de forma similar a la que
exponemos en las lineas que siguen y se basa en la division del cuadrado
construido sobre la hipotenusa en dos rectangulos equivalentes a los
cuadrados construidos sobre los catetos.



. T

Los triangulos rectangulos ACD y ACB son semejantes.

Entonces:

AC _BC 'a ¢ o
CD AC 'p a +7FF¢

Los triangulos rectangulos ABD y ABC son semejantes.

Entonces:

BD_ !_B - _] b2 =qcC
= - = - = q
POF tanto:

a’+b*=pc+qc=(p+q) c=c?



3. Dos demostraciones del Chou Pei Suan Ching

El tratado mas antiguo de contenido matematico que nos han dejado los
chinos y que se ha conservado hasta nuestros dias es el Chou Pei Suan Ching
(Libro Sagrado de Aritmética). Se desconoce el autor de esta obra asi como la
fecha en la que pudo ser escrita. Sin embargo, los especialistas suelen fijar
como fecha probable el afio 300 a. C.
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El Chou Pei contiene una demostracion del teorema de Pitagoras,
particularizada a un triangulo rectangulo de catetos 3 y 4 que se desarrolla en
los siguientes términos:

Del cuadrado mayor, de lado 3 + 4 = 7, se suprimen los cuatro triangulos
rectangulos de las esquinas, cuyas areas equivalen a las de dos rectangulos de
dimensiones 3 y 4. Lo que sobra (49 - 24 = 25 = 52) es el area de un cuadrado
de lado 5.

El razonamiento utilizado se puede generalizar de forma inmediata al caso
en que el lado del cuadrado grande es igual a a + b.

Veamos.




Siguiendo el mismo método que en el caso particular, resulta que:
c2=(a+b)?-2ab=2a%+b?+ 2ab - 2ab =a%+ b?

Ademas, segun B. L. van der Waerden~9, el diagrama del Chou Pei sugiere
una nueva demostracion del teorema de Pitagoras.

En efecto:
c®=(b—-a)?+ 2ab=Db%-2ab +a%?+ 2ab =2a?+b?
4. Una demostracion china

El, jiuzhang suanshu («Aritmética en nueve capitulos») es un texto
matematico chino, probablemente del primer siglo después de Cristo. El
capitulo 9, que se consagra a los triangulos rectangulos, contiene 24
problemas con los algoritmos para sus soluciones.

El teorema de Pitagoras se introduce de forma algoritmica en las tres
formas siguientes (obviamente equivalentes):

*Multiplica el cateto menor y el cateto mayor cada uno por si mismo, suma
y extrae la raiz cuadrada. Esto es la hipotenusa.

*Multiplica el cateto mayor por si mismo. Réstalo del producto de la
hipotenusa por si misma. Extrae la raiz cuadrada de la diferencia. Esto es
el cateto menor.

*Multiplica el cateto menor por si mismo. Réstalo del producto de la
hipotenusa por si misma. Extrae la raiz cuadrada de la diferencia. Esto es
el cateto mayor.



[iuHui

El matematico chino Liu Hui (ca. 220-ca. 280) en su comentario al,
jiuzhang suanshu da una explicacion de la primera regla en la que sugiere la
descomposicion del cuadrado sobre el cateto menor (cuadrado rojo) y del
cuadrado sobre el cateto mayor (cuadrado azul) en determinadas piezas que
permiten construir el cuadrado sobre la hipotenusa.

El diagrama necesario para comprender la descripcion de Liu Hui se ha
perdido. Sin embargo, el historiador J. C. MartzloW0, propone como una
posible descomposicion la que se detalla en el diagrama siguiente.




El cuadrado rojo (cuadrado sobre el cateto menor) esta formado por un
triangulo rectangulo [3] y un trapecio rectangulo [5].

El cuadrado azul (cuadrado sobre el cateto mayor) esta compuesto por dos
triangulos rectangulos [1] y [2], y un cuadrilatero [4].

A partir de estas cinco piezas, desplazando [1] a [F], [2] a [2"] y [3] a [3]],
se obtiene el cuadrado sobre la hipotenusa.

5. Generalizacion del teorema de Pitagoras: demostracion de Pappus

Pappus de Alejandria fue un matematico griego que vivio a finales del siglo
[T y a principios del IV. En su obra Coleccion matematica ofrece una



generalizacion del teorema de Pitagoras.

Sea ABC un triangulo cualquiera. Sobre AB se construye un paralelogramo
ABFG y sobre el lado BC se construye otro paralelogramo BCDE.

Se prolongan GF y DE hasta que se cortan en el punto H y se dibuja el
segmento rectilineo HB.

Por ultimo, se trazan Al y KC paralelas a HW"1

En esta situacion se tiene que el area del paralelogramo AIKC es igual a la
suma de las areas de los paralelogramos ABFG y BCDE.

H

En efecto.

Los paralelogramos ABFG y ABHI son equivalentes dado que tienen la
misma base y la misma altura.



Ademas, los paralelogramos ABHI y AMLI son equivalentes al tener la
misma base y la misma altura.

En consecuencia:

-, b

Area, .. = Area, ., [1]
De forma similar, los paralelogramos BCDE y BCKH son equivalentes y
los paralelogramos BCKH y CKLM también.

Consecuentemente:

-,

Area Area_ . [2]

BCDE

Sumando miembro a miembro las igualdades [1] y [2] resulta que:

Area,, . +Area, = Area,,  +Area,,, =Area, .
Si se particulariza el teorema anterior al caso en que el triangulo ABC es
rectangulo y los paralelogramos construidos sobre los catetos son cuadrados,
entonces se puede desarrollar una demostracion del teorema de Pitagoras en

los siguientes términos.



A L C

Sea ABC un triangulo rectangulo yABFG, BCDE los cuadrados
construidos sobre sus catetos.

Sea H el punto de interseccion de las prolongaciones de los lados GF y DE.

Sea L el punto de interseccion de la prolongacion de HB con la hipotenusa
AC.

Tracemos AN y CM paralelamente a HW'21.

En virtud del teorema de Pappus resulta que el area de ACMN es igual a la
suma de las areas de los cuadrados ABFG y BCDE.

Para completar la demostracion del teorema de Pitagoras sélo resta probar
que el paralelogramo ACMN es un cuadrado.

En efecto.



AB =FB
BC=BE =FH = 4FBH = 4ABC =
FH 1 FB

<FHB = £ACB
HB = AC
LFHB = LHBE (alternos internos)
LHBE = LABL (opuestos por el vértice)

Es decir:

£ABL = 2FHB = ZACB = 4ABL ~ 4ABC = £BLA=90°= HL L AC=

AN 1 AC ;
=1MC LAC 3]
Ademas:
AN=HB=MC1_, \N_Mc-ac [4]

HB = AC
A partir de los resultados [3] y [4] es claro que el cuadrilatero ACMN es un
cuadrado.
Con esto queda demostrado el teorema de Pitagoras.

6. Una bellisima demostracion arabe



Thabit ibn Qurra

El erudito Thabit ibn Qurra naci6 en Harram (Mesopotamia) en una fecha
comprendida entre los afios 824 y 836.

En dicha ciudad se dedicé al comercio, pero sus ideas religiosas y su
filosofia neo-platonica le crearon enemistades con sus paisanos que le
obligaron a dejar Harran y a instalarse en Bagdad, invitado por Mohamen ben
Musa ben Sakir.

Thabit escribi6 sobre medicina, filosofia, matematicas, astronomia y
astrologia. Ademas tradujo al arabe muchas obras de los matematicos griegos
mas notables (Euclides, Arquimedes, Apolonio, etc.).

Entre sus aportaciones matematicas mas significativas destacan un teorema
sobre numeros amigos [dos numeros se llaman amigos si cada uno de ellos es
igual a la suma de los divisores propios del otro; p.e.: 220 y 284 son numeros
amigos] y una demostracion del teorema de Pitagoras que pasamos a
describir.

Sea ABC el tridangulo rectangulo en A.



C A

Sobre el cateto menor AB se construye el cuadrado ABDE.

D B

C E A

Se prolonga el cateto mayor AC hasta el punto F, de modo que FC sea
igual a AB. Acto seguido se construye el cuadrado EFGH cuyo lado es igual
al cateto AC.

G




Se prolonga el lado EH hasta el punto K, de forma que KH sea igual a AB.

K

Con esto, los triangulos rectangulos ABC, CFG, KHG y BDK son iguales.



V
23 A

F C

Por tanto, los lados BC, CG, GK y KB son iguales.

Ademas, los angulos ¢ BCG, LCGK, LGKB y LKBC son rectos.

/ZBCG =180° - (£BCA + £ZGCF) = 180° - 90° = 90°
ZCGK = ZCGH + ZHGK = ZCGH + £ZFGC = 90°
ZGKB = ZGKH + ZDKB = 90°

ZKBC = ZKBD + ZDBC = ZKBD + ZBCA = 90°

En resumen, el cuadrilatero BCGK es un cuadrado (el cuadrado sobre la
hipotenusa BC del triangulo rectangulo ABC).

Entonces, la union del pentagono GHDBC vy los triangulos rectangulos
GKH y KDB es el cuadrado BCGK (cuadrado sobre la hipotenusa BC del
triangulo rectangulo ABC).

Por otro lado, unién del pentagono GHDBC vy los triangulos rectangulos



ABC y FCG da lugar a la suma de los cuadrados ABDE y EHGF construidos
sobre los catetos del triangulo rectangulo ABC.

Con esto queda demostrado el teorema de Pitagoras.

La demostracion de Thabit ibn Qurra sugiere el disefio de un rompecabezas
formado por tres piezas (dos triangulos rectangu los iguales [l y 2] y un
pentagono concavo [3]) que se puede utilizar tanto con alumnos de los
niveles no universitarios como con estudiantes universitarios que vayan a
dedicarse a la ensefianza de las Matematicas.

Con las tres piezas del rompecabezas se construye el cuadrado sobre la
hipotenusa del triangulo rectangulo. Desplazando la pieza 1 a la posicion Y y
la pieza 2 a la posicion 2' se obtiene la suma de los cuadrados construidos
sobre los catetos del triangulo rectangulo. jTeorema de Pitagoras!

7. Demostraciones de Bhaskara



Bhaskara, al que también se conoce como Bhaskara II o como
Bhaskaracharya [«Bhaskara el sabio» o «Bhaskara el maestro»] naci6 en
Vijayapura (India) en el seno de una familia de astrologos. Bhaskara siguio
esta tradicion familiar pero con una orientacién cientifica fundamentada en
sus conocimientos matematicos y astronomicos.

En 1150 escribio la obra Siddhanta Siromani, dividida en cuatro partes: la
primera de ellas, Lilavati, se dedicaba a temas de aritmética elemental y
geometria practica; la segunda, Bijaganita, era un tratado de algebra.

En el Bijaganita se «demuestra» el teorema de Pitagoras del modo
siguiente:

El doble del producto del bhuja y el koti [= los catetos del triangulo
rectangulo] combinado con el cuadrado de su diferencia es igual a la
suma de sus cuadrados.

Los comentaristas Krsna y Ganesa aclaran esta descripcion.

B #

Sea ABC un triangulo rectangulo cualquiera.



Se colocan cuatro triangulos rectangulos iguales a él de modo que formen
un cuadrado cuyo lado es la hipotenusa de ABC (véase el diagrama anterior).

Entonces, en el centro de dicho cuadrado aparece un cuadrado cuyo lado es
la diferencia de los catetos [bhuja - koti] de ABC.

En consecuencia:
Area del cuadrado mayor = (bhuja— koti)? + 2 (bhuja x koti) = bhuja? + koti?

Los antedichos comentaristas también ofrecen una segunda demostracion
de Bhaskara del «teorema del cuadrado sobre la hipotenusa»[13]

A

B D L

Sea ABC un triangulo rectangulo en A y AD la altura relativa a la
hipotenusa.

En esta situacion, los triangulos rectangulo ABC, ADB y ADC son
semejantes.

Luego:



AB BD AB?
ABD~ABC=>E=E=>BD= BC

AC?
ADC ~ABC = DC = BC
Por tanto:
AB? AC?
— — 2 _ 2 2
BC=BD + DC = BC + BC = BC?=AB?*+ AC

8. La enigmatica sonrisa de la Gioconda

Atendiendo al testimonio de Thomas L.. Heath041, la siguiente demostracion
del «teorema del cuadrado sobre la hipotenusa» se debe a Leonardo da Vinci

(1452-1519).

H |
K
G A
F B C
E D

En la figura precedente, ABC es un triangulo rectangulo; BCDE, GABF y



HKCA son los cuadrados construidos sobre sus catetos y su hipotenusa,
respectivamente; FBE y KIH son dos triangulos rectangulos iguales al ABC.

H I

E D

Puede demostrarse facilmente que los cuadrilateros GACD y GFED (véase
la figura anterior) son iguales.

Por otro lado, los cuadrilateros BAHI e IKCB, iguales entre si, también son
iguales a los cuadrilateros GACD y GFED de la figura anterior.



K
" A
F B G
E D

En consecuencia, los hexagonos ACDEFG y AHIKCB tienen la misma
area.

E D

B c

Por tanto, eliminado las partes comunes de los dos hexagonos (a saber: los
triangulos rectangulos ABC, FBE y KIH), resulta que el cuadrado construido
sobre la hipotenusa (AHKC) es equivalente a la suma de los cuadrados



construidos sobre los catetos (ABFG y BCDE).

H

9. Pitagoras en la tierra de los tulipanes

Crhistian Huygens

Aunque el cientifico holandés Crhristian Huygens (1629-1695) es conocido



como uno de los fisicos mas notables del mundo, especialmente en relacion
con el estudio del movimiento del péndulo, la invencion del reloj de péndulo
(Horologium Oscillato rium sine motu pendulorum) y la teoria de la luz
(Traité de la lumiere), deberia ocupar un lugar privilegiado entre aquellos que
contribuyeron al desarrollo de la geometria analitica y dieron a conocer la
potencia del calculo.

Introdujo la nocién de evoluta e involuta de una curva, rectificé la cisoide,
investigé la forma y propiedades de la catenaria, escribid sobre la curva

logaritmica, public6 el primer libro sobre el calculo de probabilidades (De
Ratiociniis in LLudo Aleae), demostré que la cicloide es una curva

tautocrona~151, y contribuy6 de forma brillante a la aplicacion de las
Matematicas a la Fisica.

En las lineas que siguen ofrecemos una adaptacion de la demostracion que
hizo Huygens del teorema de Pitagoras alla por el afio 1657.

Sea ABC un triangulo rectangulo cualquiera, ACIH el cuadrado sobre su
hipotenusayBCDE yABFG los cuadrados sobre sus catetos.

Sobre la prolongacion de DC se toma el punto K de modo que CK = CD.

Sobre la prolongacion de GA se toma el punto L. de modo que AL = AG.



H I

En esta situacion se tiene que:

ZBAC = ZACK (alternos internos)
ZLLAC = ZBCA (alternos internos)

Entonces:

ZBAC + ZCAL = ZCAL + Z1AH =90° = ZBAC = ZLAH
ZBCA + ZACK = ZACK + ZKCI =90° = ZBCA = ZKCI

Por tanto, los triangulos ALH y ABC son iguales (al tener dos lados iguales
e igual el angulo comprendido) y los triangulos CKI y ABC también (por la
misma razon). En consecuencia, los triangulos ALH y CKI son iguales. De

donde, CK = LH.

A partir de aqui, resulta claro que los triangulos ACKy HLI son iguales.



Entonces, como:

2(triangulo ACK) = cuadrado BEDC
2(triangulo HLI) = rectangulo MNIH,

resulta que:

cuadrado BEDC = rectangulo MINIH [1]



Ademas:

2(triangulo ACL) = cuadrado GFBA
2(triaAngulo ACL) = rectangulo ACNM

Por tanto:
cuadrado GFBA = rectangulo ACNM [2]
A partir de [1] y [2] resulta que:

cuadrado ACIH = rectangulo MNIH + rectangulo ACNM =
cuadrado BEDC + cuadrado GFBA



10. Demostraciones de Thomas Simpson

Thomas Simpson

El inglés Thomas Simpson (1710-1761) es conocido en el mundo de las
Matematicas por sus contribuciones a los métodos numéricos de integracion.
Fue miembro de la Royale Society y de la Real Academia Sueca de Ciencias.
También escribi6 sobre calculo diferencial (Neta Treatise of Fluxions, 1737)
y probabilidad (The Nature and Lazos of Chance, 1740). En el campo de la
educacion matematica, sus textos sobre algebra, geometria y trigonometria se
editaron profusamente durante el siglo XVIII.

De su manual de geometria (Elements of Geometry, 1760) hemos rescatado
dos demostraciones del teorema de Pitagoras.

PRIMERA DEMOSTRACION



Prolonguense los lados de los cuadrados BE y BG161 hasta que se corten
enLyD.

Tomense KL e IG iguales a AE (o AB) y dibujense CI, IK, KA y AC.

Dado que ABH y FBC~17' son iguales, entonces EL., DG, ED y LG
también son iguales entre si y, por tanto, al ser los dngulos E, D, Gy L
rectos~ls1, EDGL sera un cuadrado. Por consiguiente, ACIK también
sera un cuadrado.

Entonces, si del cuadrado DU9' se quitan los cuatro triangulos iguales
ADC, CGI, ILK y KEA quedara el cuadrado Al [20]. Por otro lado, si del
cuadrado DL se quitan los dos paralelogramos DB y BU21' (que son
equivalentes a los antedichos cuatro triangulos, porque DB = a dos de
ellos), entonces quedaran los dos cuadrados BE y BG.

Por consiguiente, el cuadrado Al es equivalente a los dos cuadrados BE
y BG.

SEGUNDA DEMOSTRACION
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Sea AD~22' el cuadrado sobre la hipotenusa AC, y BG, Bh23' los dos
cuadrados sobre los lados AB y BC.

Sea MBH paralela a AE que corta a la prolongacion de GF en H.

Prolonguese EA hasta que corte a GH en N.

Si de los angulos iguales GAB y CAN se quita el angulo comun NAB,
resulta que los angulos NAG y BAC son iguales.

Como el angulo G[24' es igual al ABC y los lados AG y AB son
iguales, entonces los lados AN y AC (= AE) son iguales.

En consecuencia, el paralelogramo AM~25' es equivalente al
paralelogramo AH~261

Como el paralelogramo AH es equivalente al cuadrado BU27' que
descansa sobre la misma base y esta comprendido entre las mismas
paralelas, resulta que el cuadrado BG es equivalente al paralelogramo



AM.

De modo similar, el paralelogramo C»25' es equivalente al cuadrado
BI~291.

En consecuencia, el cuadrado AD (= AM + CM) es equivalente a la
suma de los cuadrados BG y BI.

11. Demostracion de Juan Cortazar

Juan Cortazar

Juan Cortazar nacio en Bilbao el 8 de junio de 1809. Estudio en el colegio de
franciscanos y en el colegio de Santiago de la capital vasca y fue profesor de
este ultimo centro educativo desde 1827 hasta 1834, afio en que ingreso en la
Escuela de Ingenieros de Madrid. Pensionado por el gobierno espafiol,
estudio durante tres afios en la Escuela Central de Artes y Manufacturas de
Paris, donde obtuvo el titulo de ingeniero. Fue catedratico de Matematicas
Elementales de la Universidad Central y de Algebra Superior y Geometria
Analitica de la Facultad de Ciencias. En 1857 fue propuesto como académico
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales pero renuncio
al cargo por motivos de salud.



Durante los dltimos afios de su vida fue director de la Academia
Preparatoria para Carreras Especiales de Madrid, tal como se indica en el
Reglamento de dicha institucion (1870). Juan Cortazar muri6 en 1873.

La siguiente demostracion del teorema de Pitagoras esta contenida en su
Tratado de geometria elemental (3a edicion, 1850).

L

G

1]
[T]

Sea ABC el triangulo rectangulo en C; construyo sobre sus tres lados tres
cuadrados AG, Al, BK y digo que AG es equivalente ala suma
Al+BKX30]

Desde el vértice del angulo recto bajo la perpendicular CD a la



hipotenusa, y la prolongo hasta que encuentre en E al lado FG; y tiro las
rectas FM y HN paralelas a las AC y AB.

Los paralelogramos CAFM y BAHN son iguales, pues los lados CA
yAF del primero son iguales a los AH yAB del segundo, y los angulos
comprendidos CAF y BAH son iguales, por estar ambos compuestos de
un angulo recto y del angulo BAC. El paralelogramo BAHN es
equivalente al cuadrado ACIH, por tener los dos la misma base AH e
igual altura. El paralelogramo CAFM es también equivalente al
rectangulo ADEF, por tener los dos la misma base AF e igual altura; y
pues los dos paralelogramos BAHN y CAFM son iguales, el cuadrado
ACIH y el rectangulo AFED son equivalentes. Del mismo modo se
demuestra que el cuadrado BCKL es equivalente al rectangulo BDEG.
Luego el cuadrado ABGF es equivalente a la suma de los cuadrados
ACIH y BCKL.

12. Garfield for president




J.A.Garfield

James Abram Garfield (1831-1881), vigésimo presidente de los Estados
Unidos de América, ademas de su habilidad politica gozé de una cierta
pericia para las Matematicas. Suya es la siguiente demostracion del teorema
de Pitdgoras [311.

C
D

b
d
A b E a B

El trapecio rectangulo ABCD de la figura anterior esta compuesto por dos
triangulos rectangulos iguales AED y EBC y un triangulo rectangulo
isdsceles DEC.

Entonces, el area de dicho trapecio se puede calcular de las dos formas
siguientes:

. _a+tb _(a+b)* 1 .,
Areatrapecio— 5 (a+b) = 5 =3 (a® + b* + 2ab)
p 1 1 1 1
- — — S 2 (2
Areatmpecio = 2ab+ 2ab+ 5¢ =5 (c* + 2ab)
Por tanto:

1 1
§(a2+b2+2ab) =§(c2+2ab) = a?+ b?+ 2ab = c? + 2ab = ¢? = a? + b?



Es decir:

El cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectangulo de
lados a, b y c, es equivalente a los cuadrados construidos sobre sus catetos.
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Capitulo 4

Algunas estrategias ingeniosas
para sumar potencias

El «triangulo aritmético» es una disposicion numérica formada por infinitas
filas, algunas de las cuales se muestran en el diagrama adjunto.

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3% 3 21 7 1

.........................

Notemos que cada fila empieza y acaba en 1. Ademas, cada elemento
(distinto de 1) es igual a la suma de los dos niimeros de la fila anterior que
estan a su izquierda y a su derecha. Por ejemplo, el 6 de la quinta fila es igual
a3+3.

Advirtamos también que todos los elementos del «triangulo aritmético» se

pueden escribir en forma de ndmeros combinatoriosm'l (véase el esquema
adjunto).




El «triangulo aritmético» fue utilizado por los matematicos indios y arabes
del siglo X, por los investigadores chinos del XIV, por los eruditos
medievales de occidente, por Nicolo Fontana («Tartaglia») en el siglo XVI y
por Blas Pascal (1623-1662) en el XVII.

Los estudiantes de los niveles no universitarios se refieren a dicho triangulo
con los nombres de «triangulo de Tartaglia» y «triangulo de Pascal».
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El «triangulo aritmético» en una edicion de 1407 de la Aritmética de jordanus
y en un texto de Nicolo Fontana («Tartaglia»)

El «triangulo aritmético» en el Traité du triangle arithmétique (1665) de
Pascal

En los seis primeros paragrafos de este capitulo mostraremos la utilidad del
«tridngulo de Tartaglia» para deducir las férmulas que permiten calcular
sumas como las siguientes:

1+42+3+...+n

1*+22+3%+... +n?
°+22+3+...+n?
1+2%+ 3%+ ... +n*



1. Las diagonales del «triangulo de Pascal»

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 36 21 7 1

ooooooooooooooooooooooooo

La primera diagonal del «triangulo aritmético» (contando de izquierda a
derecha) solo contiene unos.

La segunda (contando de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo) esta
compuesta por los nimeros naturales: 1, 2, 3, 4, 5...

La tercera contiene los numeros triangulares: 1, 3, 6, 10, 15...

Unos seiscientos afios antes del nacimiento de Cristo, el fil6sofo y
matematico Pitagoras, fundador de la escuela pitagorica, fue capaz de
intuir interesantes teoremas aritméticos valiéndose de piedras o puntos
para representar y clasificar los niameros.

Asi, por ejemplo, los numeros 1, 3, 6, 10, 15... se llamaron triangulares
porque se podian representar graficamente por diagramas en forma de
triangulo (véase la figura adjunta).




La cuarta columna esta compuesta por los numeros triangulopiramidales: 1,
4, 10, 20, 35... que representan el numero de bolas amontonadas en una
piramide de base triangular (véase el diagrama adjunto).

Contando de arriba hacia abajo, la primera capa contiene una bola [1 =
primer nimero triangular], la segunda contiene tres [3 = segundo ntimero
triangular], la tercera capa contiene seis bolas [6 = tercer nimero triangular],
la cuarta capa contiene diez [10 = cuarto nimero triangular], la quinta capa
contiene quince bolas [15= quinto numero triangular], la sexta capa contiene
veintiuna [21 = sexto numero triangular], etc.

Teniendo presente la representacion del «triangulo de Tartaglia» con
numeros combinatorios, resulta que los términos enésimos de la primera,
segunda tercera, cuarta..., q-ésima diagonal se pueden escribir tal como se
detalla en la tabla adjunta.
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2. Una propiedad fructifera

Para todo nimero combinatorio (n) :# 1, se verifica que:

=G+ + (221

n—1

) [a]

Por ejemplo:

4=(1)=0)+6) +(0) +(@)=1+1+1+1
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

10-@)-()+()+ () +()-4+3+241




3. Suma de los sucesivos nimeros naturales empezando por 1.

Apoyandonos en la propiedad de la seccion precedente vamos a calcular la
suma:

1+42+3+...+n

Sabemos que:

1+2+8+...+n:(%)+(%)+(i{’)+...+(7f)

Entonces, en virtud de la igualdad [al, resulta que:

n n+1l)n
1e2+8e L en=(])+ @)+ )+ + (@)=Y= o

n(n+1)

1+2+3+...+n= 5

EL SIMBOLO SUMATORIO

En matematicas se utiliza un simbolo muy util y conveniente para escribir
sumas de forma abreviada. Nos referimos al simbolo sumatorio 1.

Por ejemplo:

i=1+243+...+n  ; D,i2=12+22+4324 . + 02
i=1

i=1

Si X y p son dos nimeros cualesquiera y p(i), q(i) dos expresiones



dependientes de i, entonces:

S A p(i) +p- q(Z)]-AZP(z)qu(z)

i=1

Asi:

(32+5) =30, 2+5.1
i=1 i=1

i=1

Con la ayuda del simbolo sumatorio, la férmula de la suma de los n
primeros numeros naturales se escribe del modo siguiente:

i . n(n+1)

i=1 2
4. Calculode 12 + 22 + 32 +... + n2

Atendiendo a consideraciones precedentes, la suma de los n primeros
numeros triangulares viene dada por:

1+346+...+("31)=(38)+(3) + (&) + .. + (") =("3?)

Por tanto:

i 1) (n+2 ﬁi(iﬂ)i:(nu)(nu)n:
2! 3!

i=1 i=1

24 (n+2)(n+1)n:>

il

i=1




n(n+1)(n+2) 1% 1 n(n+1) n(n+1)(n+2)
ZZ‘ +zz EZ 3 =

zz n(n+1)(n+2) _n(n+1) Z:iz=n(n+1)(n+2)_n(n+1)=>

4 3 2
i=1

i 2 2+ D@ +2) —-3n(m+1) _n(r+D2n+2)-3)
£ 6 6
_n(n+1)(2n+1)
B 6

En definitiva:

n

Zi2=12+22+-~~+n2 =
i=1

nn+1)2n+1)
6

5. Calculode 13 +23 + 33 +... + n3

Teniendo en cuenta resultados anteriores, la suma de los n primeros nimeros
triangulo-piramidales viene dada por:

o (mnt+2y_(3 4 5Y,. . .Mm+2y_(n+3
1+4+10+-+("1 )=G)+G)+B)+-+("5% =( )

Por tanto:



Z": L+2 n+3 =>i(i+2)(i+1)i_(n+3)(n+2)(n+1)n:>

3! - 41
i=1 i=1

Si3+3i2420 (n+3)(n+2)(n+Dn
= =

< 6 - 24
n
1 +)+ 2D +1
< (@ + 3% + 20) = FD® 24)("+ n

n+3)(n+2)(n+1n
=

(% +3i2 +2i) = -

i=1

n

Z‘ +3Z‘ +ZZ (n+3)(n-l;2)(n+1)n

i=1

Zi3+3.n(n+1)6(2n+1)+2.n(n2+1)=(n+3)(n-l;2)(n+1)n=>

o D@D+ Dn_nlm+ DEn+ D)
4 2

-nn+1)=

i e n+3)n+2)(n+Dn-2n(n+1)2n+1) —4n(n + 1) R
4

i 5 n+D[m+3)(n+2)—2Q2n+1) —4]
3= yy =

i=1

ip_n(n+1)[n2+5n+6-4n—2—4]_n(n+1)(n2+n)=>
- 4 - 4

i=1

2,3_n(n+1)n(n+1)_n2(n+1)2_ nn+ 1)\
b= 7 =Tz ‘( 2 )

i=1

En definitiva;

= 2

Zi3=13+23+33+...+n3=(n(n+1))
2

i=1

6. Calculode 14 + 24 + 34 +... + n4

La suma de los n primeros numeros de la quinta diagonal del «triangulo
aritmético» se puede escribir asi:



e (1) =+ (D ee () -1

Por tanto:

n

Z L+3 n+4 )= S (i +3)( +2)( + )i _ D@ +Yn+ D+ D

|
i=1 i=1 4! 5!

& it 63 + 1132 + 6i _(+ 9+ D+ D0t D
24 120

i=1

n+4)(n+3)(n+2)(n+ 1)n
120

n
)
— ) (i*+6i3+11i2 +6i) =
24 Ly

n

Z(i" 16041102 4+ 6i) = T DEY 3)2" +2)+Dn

i=1

n

Zt +6Zz3+1lzz +6Z ("+4)("+3);"+2)(n+1)n

i=1

n

Z o (n(n + 1)) 11 (n(n + 1)6(2n + 1)) e (n(n; 1)) )

i=

m+4)n+3)n+2)(n+1n
= 5 =

z 2 2
Zi4 _ n+4)(n+ 3)gn +2)(n+Dn_ 6n (n4+ D? 1in(n+ 16)(2n+ 1) 3n(n +1)

i=1

De donde:

zi4 —n(+ 1) ((n +4)(n -5I- N(n+2) B 3n(n2+ 1) 11(27; +1) 3) s

i=1

Z i* = n(n+1) (6(n+ Hn+3)(n+2) - 435(1)1(n +1)-55Q2n+1) — 90) -

i=1

n
6(n3 +9n% +26 24) — 45n% — 155n — 145
Zi"’=n(n+1)( (3 +9n% +26n+ 32) n n )=>

i=1

7

) 6n3+9n2 +n—1\ 6n°+ 150t +10n3 —n
i*=nn+1) = =

30 30

i=1

i,‘t_ns_*_n“_l_n3 n
2" 5273 30

i=1



En definitiva:

n
ns

nt nd n
4144194 4344 44 M T 1
Hz 4243t = b b - o

e R
pdaginas anteriores
hemos presentado un procedi-
miento general que permite calcular
las sumas:

L 424 54ty P b nts Bles

A lo largo de la historia, los matematicos han
\ utilizadae distintas estratcgias con el mismeo

fin. En las lineas que siguen, presentamaos
alginas de ellas para que el lector las
compare con la que acabamos

e de proponer. 3

e e

7. Suma de cuadrados: una tablilla cuneiforme y una demostracién de
Arquimedes
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AO 6484

En el texto babilonio AO 6484 (Museo del Louvre) se calcula, sin

justificacion alguna, la suma de los cuadrados de los diez primeros nimeros
naturales mediante la expresion:

12497+ 304 . +10°=(1- %+10 —) 55 = 385

En ella, el numero 55 es el décimo numero triangular.

En otras palabras:



55=1,=1+2+3+...+10= 1011

2
Con esto, la formula original se convierte en:
1 2y 10-11
2 2 2 2 _ . — .—}-
242248+ +102=(1-5+10-3) —

que, a su vez, es un caso particular de la expresion general:

12+22+32+...+n2=(1%+n%). n(n+l) n(n+1)@n+1)

2 6

Arquimedes de Siracusa

Arquimedes (287 a.C.-212 a. C.) en su libro Sobre las espirales
(proposicion 10) demostré la formula anterior para n = 8. Para ello se sirvio
de un lenguaje confuso que intentaremos aclarar utilizando el simbolismo
aritmético moderno.



Para calcular la suma 12 + 22 + 3 2 +... + 82, el sabio griego procedio del
modo siguiente:

2.-82=2.8%
8=(7+1)2=7+12+2-7-1=72+12+2-7
8 =(6+2)*=6*+2+2-6-2=6°+22+4-6
82=(5+3)2=52+32+2-5-3=52+32+6-5
8 =(44+4)"=4*+4"+2-4-4=4>+4+8 -4

82=(3+5)2=32+52+2 -
8= (2+6)* =22+ 62+ 2 -
82=(1+7)2=12+7*+2 -

. 5=32452410-3
- 6=224+462+12-2
T=124+72+14 -1

— N 0 P O O O

Sumando las igualdades anteriores, miembro a miembro, resulta:
9.8=2(12+22+...+8)+(2-7+4-6+6-5+8-4+10-3+12-2+14-1)

Llegados a este punto, se suma 1 + 2 +... + 8 a los dos miembros de la
igualdad anterior. Con esto, se tiene que:

9-8+(1+2+...+8)=2(12+2%+...+8) +(8+3 -7+
5-6+7-5+9-4+11-3+13-2+15-1)  [b]

Por otro lado M:

8% = 8+27+26+25+24+23+22+2-1
7% = 7+26+25+24+23+22+2-1
6% = 6+25+24+23+22+2-1
5% = 5+24+23+2:2+21
42 = 4+2:3+2:2+21
32= 3+2:2+2-1
2% = 2+2:-1
12 = 1-1

Sumando las ocho igualdades anteriores, miembro a miembro, se obtiene:



124224 ...+482=8+4+83-7+5:-64+7-5+9-4411-3+13-2+15-1

Sustituyendo esta ultima igualdad en [b] resulta:

9.8+ (1+2+...4+48)=2(12+22+...+8%) + (12+ 22+ ... + 8) =
=9-82+(1+2+...+8)=3(12+22+ ... + 8%

A partir de aqui, se puede generalizar (esto no lo hizo Arquimedes) y
escribir:

(n+1)m2+ (14+2+...+n)=3(12+22+...+ ) =

= (n+1)n2+ _“(”2+ D _ 3(1*+ 22+ ...+ ) =
2
2("+1)"2+ n(nt1) =312+ 2+...+m) =
N n(n+1)2(2n+1) = 3(12+ 92+ ... + ) =
124224 ... +m2= n(n+1)6(2n+1) [c]

8. Fibonacci y los cuadrados

El matematico medieval Leonardo de PisPI, dedujo la férmula [c]
apoyandose en razonamientos que, traducidos al lenguaje moderno, se
pueden entender facilmente.




2n+1

2n - 1

2n -1 e

En las figuras anteriores se descubre que:
n(n+1)(2n+1) = (n-1)n(2n-1) + 67
Entonces:
6n2=n(n+1)(2n+1) - (n-1)n(2n-1)

Si en esta ultima igualdad se dan valores a n (desde 1 hasta n) se obtiene la
siguiente coleccion de igualdades:



6-12=1-2-3
6-22=2-3-5-1.2:3
6-32=8-4.7-235

6(n-2)2=n-2)(n-1)(2n-3) - (n-3)(n—-2)(2n-5)
6(n-1)%2=(n-1)n2n-1) - (n-2)(n-1)(2n-3)
6n’=nn+1)2n+1) - (n-1)n2n-1)
Sumando las igualdades anteriores, miembro a miembro, se obtiene:
6(12+22+...+n®) =n(n+1)(2n+1) =

_ n(ntl) (2ntl)
B 6

= 12+2%+...+ 7

9. Suma de cuadrados en China
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En el siglo XVII, el matematico chino Du Zhigeng disefi6 un interesante

procedimiento para calcular la suma de los cuadrados de los n primeros
nimeros naturales.

Veamos como lo hizo.



/

/
L

La figura anterior representa tres torres iguales compuestas por cubos
idénticos.

¢Cuantos cubos hay en cada torre?

Fijémonos en la torre 1. En la capa superior hay un cubo (12), en la capa
media hay cuatro (22) y en la capa inferior hay nueve (32).

Dicho en otras palabras: Cada torre es un modelo tridimensional de la suma
de los tres primeros numeros cuadrados.

Si desplazamos la torre 2 (segun el sentido de la flecha a) hasta que se
acople con la torre 1 y dejamos la pila 3 inmovil, obtendremos una
distribucion de cubos como la que se representa en la figura siguiente.
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Si, acto seguido, trasladamos la torre 3 (siguiendo la flecha b) hasta que se
acople con el solido formado por las torres 1y2, habremos materializado un
bloque como el de la figura siguiente. Dicho bloque esta compuesto por
3(12+22+32) cubos.
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Resulta claro que, contando de abajo hacia arriba, las tres primeras capas
de este bloque son ortoedros y la tltima no.

Sin embargo, si dividimos la capa superior en dos partes iguales (véase el
diagrama 1) y las acoplamos de modo conveniente, podemos transformar el

bloque anterior en un ortoedro de dimensiones 3, 4y3+2 (véase el diagrama
2)



T

.______.__
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Diagrama 1

Diagrama 2

Con esto, resulta que:



3(12+22+3%)=3.4. (?ﬁ%)

Advirtamos que los tres factores que aparecen en el segundo miembro de la
igualdad anterior son tales que:

*El primer factor [= 3] coincide con el nimero de sumandos de 12+22+ 32.
*El segundo factor [= 4] es igual al primero aumentado en una unidad.

*El tercer factor [= 3 + 2] es igual al primero mas 1/ 2.

Representacion tridimensional de 12 + 22 +32 + 42

Si trabajamos con tres torres de cuatro pisos (véase la figura anterior) y
repetimos los mismos pasos que con las torres de tres pisos, obtendremos el
resultado siguiente:



3(12+22+32+42):4.5-(4+%)

Notemos que en la igualdad precedente se verifica que:

*El primer factor del segundo miembro [= 4] coincide con el nimero de
sumandos de 12 + 22+32 +4 2.

*El segundo factor [= 5] es igual al primero aumentado en una unidad.
*El tercer factor [= 4 + 2] es igual al primero mas 1/ 2.

Llegados a este punto, se puede conjeturar que:
1
3(12+ 22+ ... +m®) =n(n+ 1)(n+§)

Por tanto:

1
nint Dnt9) 1) (2n+1)
3 - 6

12+ 22+ ...+ 2=

10. Suma de cubos en India

El matematico indio Nilakantha, que vivio durante los siglos XVI y XVII,
ide6 un procedimiento visual para calcular la suma de los cubos de los n
primeros numeros naturales.

L.o hizo asi.



El sélido anterior esta compuesto por cuatro piezas y representa el
producto:

Ix(1 +2)x(1 +2) [= altura x anchura x profundidad] = (1 + 2)2

Las cuatro piezas se pueden acoplar de forma conveniente para formar dos
cubos (véanse la dos figuras siguientes).



Resulta claro que la ultima estructura, que sigue representando (1+2)2,
también representa la suma 13+23.

Por tanto:

1°+2°=(1+2)*

El ortoedro anterior esta compuesto por nueve piezas y representa el
producto:

Ix (1+2+3)x(1+ 2+ 3)[=altura x anchura x profundidad] _ (1+2+3)2



Las nueve piezas se pueden acoplar de forma conveniente para formar tres
cubos (véanse los diagramas siguientes).

X




La ultima estructura representa la potencia (1 + 2 + 3)2 y la suma P+23+33.
En consecuencia:

1°+2°+ 3= (1+2+3)?
Atendiendo a los dos resultados obtenidos podemos conjeturar que:

n(n+1)

P+2%+...+n°=(1+2+...+n)%*=( 9 )"
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Capitulo 5

Lecciones de geometria practica

La resolucion de problemas ha sido una constante a lo largo de toda la
historia de las Matematicas. En particular, el problema de la medicion
indirecta de longitudes ocupd a un buen numero de estudiosos desde la
antigiiedad y tuvo una seccion fija en la mayoria de los libros de geometria
escritos en la Edad Media, tanto en latin como en lengua vulgar, que se
conservo en los capitulos de Geometria practica durante los siglos XVIy
XVIL.

En dichos textos, junto a la descripcion de los instrumentos de medida se
presentaban los métodos para el calculo de alturas, distancias y
profundidades.

Cualquiera que fuese el instrumento utilizado, el principio en que se
apoyaba la medicion consistia en construir dos triangulos semejantes a partir
de los cuales se pudiera determinar la longitud desconocida.

En este libro presentamos algunos ejemplos de mediciones indirectas de
longitudes rescatados del libro El perfeto capitan, instruido en la disciplina
Militar, y nueua ciencia de la Artilleria (1590), escrito por Diego de Alava y
Viamont.

1. Diego de Alava y Viamont: jurista y artillero

El vitoriano Diego de Alava y Viamont (ca. 1555), hijo del capitan general de
artilleria Francisco de Alava, estudié en Alcala (en el colegio de Ambrosio de
Morales™) y en la Universidad de Salamanca.




S
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Diego de Alava y Viamont

Fue jurista de profesion, pero adquirié fama por su obra El perfeto capitan,
instruido en la disciplina Militar, y nueua ciencia de la Artilleria, dividida en
seis libros.



E L PERFET O
CAPITAN,INSTRVIDO
En la diciplina Milicar, y nueua ciencia
dela Amilleria.

TOR DON DIECO DE
adlala y Uisimont,

DIRIGIDO AL REYNMON FELIPE
‘wacftro fior, fmpindn drie nombee,

CON PRIFILEGIQ

En Madrid, por Pedro Madrigal :

Ande M. TLX C,

Portada de El perfeto capitan

El libro cuarto, en que se trata de todos los generos de medidas necessarias
para el vso de la Artilleria, con Planisferio, Astrolabio, Quadrante, y otros
instrumentos Matematicos (fols. 189r-223v), se consagra a la geometria
practica (altimetria, planimetria y estereometria) y contiene numerosos
ejemplos de calculo indirecto de longitudes mediante diversos instrumentos.

En la introduccion al libro cuarto leemos:

Mal se podra usar de la Artilleria, si primero que se aseste al lugar que se
ha de batir no se conociere puntualmente la distancia que hay hasta el
puesto donde se hubieren de asestar las piezas. Porque si la pieza se
dispara sin otra seguridad del espacio de tierra que hay en medio, del que
el artillero da, fiado en lo que ellos llaman borneo del ojo, y en muy poco
mas o menos, que suele tener de error la mitad del camino, y primero que
se acierte a la muralla o blanco adonde esta asestada se habran tirado



muchos tiros al aire de ningtin efecto y despertado al enemigo si esta
ignorante del dafio que se le procura hacer. A cuya causa, antes de tratar
de los instrumentos con que se han de dar las cazas y del arte con que se
haran las tablas para encarar la pieza por un punto que arrojada la bala
por él con certidumbre ofenda al blanco propuesto, me ha parecido ser
conforme a buen orden referir muchas maneras de medir todo lo que se
alcanzare a ver, ahora esté el objeto en alto o en llano, usando de las que
comunmente se ejercitan con diversos instrumentos y sin ellos, y de otras
que quizas los muy ejercitados en esto nunca han alcanzado a saber, por
ser sacadas de lo mas escondido de la Geometria y Aritmética y no andar
vulgares en los tratados de medidas que hay en diferentes autores. Y pues
tratar de medir sin saber en cuantas partes se dividen las medidas
Geométricas sera proceder con poca distincion, diré brevemente lo que
en esto hay, propuestas las definiciones necesarias, para entender los
términos Matematicos de que adelante he de usar.

2. El astrolabio

Para el uso de este instrumento, lo primero que se ha de advertir es que
todas las veces que encarare a alguna cosa que hubiere de medir, si la
dioptra, o regla EF (adonde estan puestas las miras), cayere sobre algunas
de las doce partes en que se divide el lado del cuadrante donde cae la
umbra versa, la distancia que hubiere de mi ojo a la parte que le
corresponde frontero en la cosa que mido, sera mayor que la altura de
ella; y al contrario si cayere en alguna de las doce partes en que se divide
el lado de la umbra recta, sera mayor la altura de la torre, o muralla, que
el espacio que hay desde el lugar donde me hallo hasta ella; y si cayere
de medio a medio del angulo que hacen los dos lados de estas sombras,
que sera la linea GH, que llaman linea media, que atraviesa las dos
sombras, lo que hubiere por la linea visual desde mi ojo a la torre sera
igual a la altura.



COMENTARIO

El astrolabio utilizado por Diego de Alava es un instrumento formado por un
circulo metalico dividido en cuatro partes por dos didmetros perpendiculares.

En cada uno de los dos cuadrantes inferiores hay un cuadrado inscrito,
cuyos lados no contenidos en un diametro, la umbra versa (lado vertical) y la
umbra recta (lado horizontal), estan divididos en doce partes iguales.
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En la parte superior del astrolabio hay una anilla que permite sostener el
instrumento perpendicularmente al suelo.

El astrolabio también contiene una alidada o regla metalica que puede girar
alrededor del centro del circulo.

La alidada tiene en sus extremos dos tablillas metalicas, llamadas pinulas,



con una abertura circular para dirigir visuales. Los planos de las pinulas son
perpendiculares al de la alidada (véanse los diagramas siguientes).




Pinula

Pinula

3. De la manera de medir cualquier distancia por la escala altimetra que esta
en el dorso del astrolabio

Presupuesto esto se ha de medir de esta manera.

Quiero saber una torre, u otra cualquier cosa puesta en un llano, a la
cual puedo llegar sin impedimento alguno, cuanto tiene de alto. Encaro a
lo que hubiere de medir con el astrolabio y ando tentando o llegandome
hacia la torre, o retirandome atras, hasta que venga a caer la dioptra de
medio a medio de la linea que esta entre las dos sombras, estando las
miras en tal punto que por ellas se vea lo alto de la torre. Y cuando
viniere a estar en esta postura, diré, por lo que atras esta dicho, que la
distancia que hay de mi ojo a la torre sera igual a la altura de ella.



Sea la torre FG puesta en un plano AB. Si quiero saber lo que tiene de
alto, después que he venido a poner la dioptra en la linea del medio de las
dos sombras, y encarado al punto G mediré la linea MN, que es lo que
hay entre la base de la torre y el medio de mi pie, y tomando en linea
recta hacia atras lo alto de mi cuerpo, desde los pies hasta los ojos, que
eso sera lo que faltara para toda la altura de la torre, pues la linea visual
que sale de mi ojo no da en el pie de la torre sino mas alto en igual altura
de la que fuere mi estatura, de los ojos hasta los pies, mediré desde el
punto adonde me retraje en linea recta, lo que hay hasta el pie de la torre,
que sera el espacio de la linea DN, o afiadiré a la distancia MN lo que
fuere mi estatura, que es lo mismo. Y si fueren cincuenta o mas pies, esos
diré que tiene la torre de alto, y la demostracion de esto se vera atras.

COMENTARIO

En esencia, el procedimiento de Alava y Viamont es el siguiente:
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H = altura que se quiere medir.

DE = h = altura desde los ojos del observador al suelo.
EC = d = distancia del observador al pie de la altura que se quiere medir.

En el diagrama anterior, el triangulo gris, el triangulo ABC y el triangulo
ADE son rectangulos e isosceles. En consecuencia DE _ AE=hyH=h +d.

4. Otra manera de medir esta torre por el mismo instrumento sin mudar lugar

Tomaré el Astrolabio y, teniéndolo pendiente de uno de los dedos de la
mano izquierda, encararé a lo alto de la torre mudando la regla, o dioptra,
hasta que por los dos agujeros de las miras coja con la vista su altura. Y
miraré en cual de las sombras cayo¢ la alidada, y si cayere en la recta,



tendré sabido, por lo que esta dicho, que es mayor la altura de la torre
que el espacio que hay de mi pie a ella, y veré luego cuantos puntos de
los doce en que esta repartido este lado de la escala, corto la regla, y
conforme a los que hubiere cortados, diré que la proporcién que tienen
aquellos puntos a 12 tendra la distancia que hay desde donde me hallo a
lo alto de la torre. Y midiendo este espacio con curiosidad por pies, o
pasos, multiplicaré el nimero que hubiere de ellos por 12 y lo que saliere
de la multiplicacion partirlo he por los numeros que cort6 la dioptra y lo
que sacare de la particion sera lo que hay hasta la torre afiadiendo lo que
fuere mi estatura.

EJEMPLO

Sea la altura de la torre que quiero medir DC la cual esté asentada
sobre el plano PQ. La distancia que hay del lugar donde la mido hasta el
pie de ella sea la linea FC de cinco pasos comunes. Mi estatura sea de
dos pasos. Los puntos cortados sean seis. Multiplico doce por cinco,
saldran 60. Parto este numero por los 6 puntos rectos y saldran diez, a los
cuales afiadiré dos pasos de mi estatura y concluiré que la altura de la



torre propuesta sera de doce pasos.
COMENTARIO
En la figura siguiente, la altura del observador es igual a 2 pasos.

Por otro lado, la distancia del observador a la base de la torre que se quiere
medir es igual a 5 pasos.

Ademas, la alidada del astrolabio intercepta seis divisiones sobre la umbra
recta.

Por ultimo, el triangulo rectangulo gris (cuyos catetos miden 6 y 12
divisiones, respectivamente) y el tridangulo rectangulo ABC son semejantes.

En esta situacion se verifica que:

-5
12=CB:> 12=CB:>CB=12

6 AB 6 5 g -1V




2 pasos

5 pasos

En consecuencia:
Altura de la torre = CB + 2 =10 + 2 = 12 pasos

5. Como se medira cualquier altura puesta en un plano, no pudiendo llegar a
ella

Esta doctrina es muy diferente de las pasadas, pues todo lo que con este
instrumento hasta ahora se ha medido han sido alturas a que con facilidad
se podia llegar, lo cual se obra sin mucho trabajo y dificultad del arte.



Pero porque sucede haber rios u otros inconvenientes que impiden el
paso, diré aqui lo que en tal caso se hara para saber la verdadera altura de
lo que quiero medir. Encararé lo primero en el lugar donde me hallo con
el Astrolabio a lo alto de la muralla o torre; y si la alidada cayere sobre la
umbra versa notaré qué puntos corta de ella y partiré los doce que vale
todo aquel lado de la escala y notaré el nimero que saliere de la
particion. O retirandome atras lo que me diere gusto, dejando una sefial
en el lugar donde acabo de hacer esta observacion, volveré a observar de
nuevo con el Astrolabio, como antes hice, lo alto de la misma muralla o
torre, y notaré los puntos que corta la regla en la escala versa, y partiendo
los 12 de toda ella por ellos veré lo que sale de la particion, y restando lo
que salio de las dos particiones y notando lo que queda, mediré el
espacio que hay del punto donde hice la primera observacion al de la
segunda, y partiéndolo por lo que queda de los nimeros que resté.
Afadiendo lo que ocupa de este género de medir a mi estatura, hallaré en
lo que quedare de lo partido la verdadera altura de la torre o muralla que
deseaba medir. Esto mismo se puede hacer al contrario, haciendo la
segunda observacion en el lugar que se escogiere, y llegando a la torre, y
la primera en el que estuviere mas lejos como en el ejemplo que sigue.

Sea la torre a que no puedo llegar BC. Encarando al punto C, de lo mas
alto de ella, desde el punto H, de donde quiero medirla, hallé que la
alidada cortaba a la umbra versa en tres puntos, y que partiendo por ellos,



conforme a la doctrina pasada, los doce que vale todo el lado de la umbra
versa salieron cuatro de la particion. Y llegandome hasta el punto M, que
es el lugar de la segunda observacion, notando ni mas ni menos sobre qué
punto de la misma sombra versa cae la regla de las miras, y siendo sobre
el seis, haciendo por €l la particion de los doce, que se ha de hacer en
ambos puestos, vine a hallar que quedaban dos. Tomaré pues los dos y
sacarlos he de los cuatro, y quedaran otros dos, y partiendo por ellos
cincuenta pies, que es la distancia que hay desde el lugar donde comencé
a medir hasta el segundo adonde me retiré para hacer la otra observacion
(pues fue mi albedrio tomar el espacio de él), quedaran veinticinco pies.
A los cuales, afiadiendo seis, que seran los que tiene de largo mi estatura,
desde la punta de los pies hasta los ojos, que seran por todos treinta y
uno, diré que he hallado lo que tiene de alto la torre, que son treinta y un
pies.

COMENTARIO

En la figura siguiente se indican las dos observaciones que se requieren para
medir la altura H de un objeto cuyo pie es inaccesible.
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h = altura del observador = 6 pies.
d = distancia entre las dos posiciones del observador = 50 pies.

3 = namero de divisiones en que la alidada corta a la umbra versa en la
primera observacion.

6 = namero de divisiones en que la alidada corta a la umbra versa en la
segunda observacion.

H = altura del objeto inaccesible.

x = distancia entre el objeto y la posicion del observador en la segunda
observacion.

Por semejanza de triangulos se tiene:

* Primera observacion



12 50+x 50 X
3 H-6 H-6 H-6

[1]

* Segunda observacion

12 X
6 H-6

Sustituyendo [2] en [1] resulta:

12 50 12 50 12 12 . . 50
"H-6"76 "H-6_ 35 6 T 13 7~
3 6
50 50 50 ,
= H =6+ — o = 6+ — 5~ = 6+ —5—= 6+ 25 = 3L pies
3 6

6. De qué manera se medira la longitud de cualquier plano

S
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Sea la vara AB, mi ojo sea By el pie seaA. Encarando por el Astrolabio
bajo la alidada o alcola hasta que coja por las miras el punto ultimo de la
distancia que pretendo medir, y noto luego los puntos que se cortan en el
lado de la umbra versa, y hallando en este ejemplo que son cuatro, diré
que 3 veces es mayor la longitud de lo que hay desde mis pies al objeto,
o lugar propuesto, que la cantidad de la vara. Y para que no se engarie el
que mide, es necesario advertir que todo lo que hasta aqui se ha dicho de
la medida de esta vara saldra cierto y verdadero si la distancia que se
hubiere de medir fuere poca; pero si fuere muy larga habra mucho



engafio porque entonces, pues ella representa la estatura del medidor,
habra ninguna o insensible proporcion de su longitud a la que hay al
extremo de lo que quiero medir, y en tal caso tomaré una lanza que tenga
dos o tres veces mas de largo de lo que tiene la vara que habia hecho para
este proposito, y haré de suerte que pueda encarar por ella, poniendo algo
en que pueda subir a este punto, y entonces encararé al lugar hasta donde
he de medir, y notando por la doctrina pasada los puntos que se cortan en
la umbra versa, sabré cuantas veces es mayor el espacio que he medido
que la lanza que en esta ocasion servira de vara de medir. Y, habiéndola
partido en las mismas doce partes iguales del género de medida que
quisiere usar, diré que la distancia propuesta comprende en si tres veces
todas estas partes, si la alidada cortare el cuarto punto de la umbra versa,
conforme a lo que esta dicho.

COMENTARIO

En la figura siguiente reproducimos la situacion descrita en el texto anterior.

AB = altura del observador.

AC = distancia que se desea medir.



El triangulo rectangulo negro que se forma en el instrumento y el triangulo
rectangulo ABC son semejantes:

Entonces:

12 AC AC

7. Como se medira un pozo o cualquier profundidad

Lo primero que ha de hacer el que quisiere medir el hondo de cualquier
pozo es saber la cantidad del diametro de lo ancho de él. La cual
conocida, tomaré el Astrolabio suspenso en el aire libremente, pondré la
alidada de manera que por ambas miras encare derecho a la parte que en
lo hondo se le opone, que sera la que estuviere frontero donde viene a
tocar el agua a la pared. Lo cual hecho, si la alidada estuviere de medio a
medio del diametro, o de la linea media entre la umbra recta y versa, que
es todo uno, entonces lo hondo del pozo sera igual al diametro de la
latitud del que al principio se midio. Y si cortare la regla algunos puntos
en la escala de la umbra recta, que por la mayor parte siempre cae en ella
en este género de medir profundidades, porque lo hondo, que representa
lo alto de las otras maneras de medir torres y cosas levantadas sobre el
plano del Horizonte, de ordinario es mayor que lo ancho del pozo, que en
este caso se compara a lo largo de las alturas, notarlas ha el medidor
curiosamente, y pues ha de tener medido el espacio del diametro del
bocal, o ancho del pozo, podra haberse en saber lo hondo en dos
maneras. La primera, multiplicando por los pies o palmos que tiene la
cantidad del diametro de la latitud los doce que representan todo el lado
de la umbra recta, y partiendo lo que sali6 de esta multiplicacion por los
puntos que corto la alidada. Lo que saliere en la particion sera todo lo
que tiene el pozo de hondo. La segunda manera de saber esto es mas
facil, que es tomando los puntos cortados y partiendo los 12 por ellos, y
notando la proporcion que hay de los que se cortaron a los 12 puntos, que
cual ella fuere tantas seran las veces que comprendera lo hondo el valor
de lo ancho. Lo cual se declara por la figura que se sigue, que sélo el
verla servira de ejemplo. Y para entenderla mejor e ir mas sefior de lo
que se ha dicho advertira el que mide que si el pozo en lo largo no



estuviere a forma de columna, que sera necesario reducirlo a ella
colgando dos plomos en el uno y otro lado del bocal que cuelguen hasta
el agua, los cuales haran todo el camino hasta abajo de figura columnar
con que pueda con facilidad entenderse el que mide. Y lo que se ha dicho
en la medida de los pozos servira para todas las demas profundidades que
se quisieren medir.

COMENTARIO
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El discurso de Alava y Viamont se comprende facilmente con la ayuda de
la figura adjunta.

AB = altura del pozo.
BC = anchura del pozo.

a = numero de divisiones interceptadas por la alidada sobre la umbra recta.



El triangulo rectangulo negro y el triangulo rectangulo ABC son
semejantes.

Entonces:

12 AB:> 12'
a  BC a
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Capitulo 6

Geometria analitica
en el mundo real

1. Las casas arbol de Helmond: una investigacion geométrica para los
alumnos y alumnas de Bachillerato

INTRODUCCION

La resolucion de problemas tridimensionales con la ayuda de la geometria
analitica, ocupa una parte considerable de los contenidos matematicos del
segundo curso de Bachillerato para algunos estudiantes de este nivel
educativo. En la mayoria de ocasiones, las cuestiones que se plantean al
alumnado estan descontextualizadas y parecen ajenas a cualquier situacion
problematica real (recordemos, a modo de ejemplo, el estudio de las
posiciones relativas de rectas, planos, rectas y planos, el calculo de distancias,
areas y volumenes, etc.)

En esta seccion, tomando como punto de partida una situacion extraida del
mundo de la arquitectura, ofrecemos a los estudiantes de Educacion
Secundaria Obligatoria la oportunidad de aplicar sus conocimientos
geomeétricos a la resolucion de un problema real.

EL ORIGEN DEL PROBLEMA



Figura 1. Casas arbol de Helmond

En la figura 1 se muestran tres casas cubicas disefiadas por el arquitecto
holandés Piet Blom (1934-1999) y construidas en la ciudad neerlandesa de
Helmond.

A simple vista lo primero que llama la atencion es la disposicion de los
cubos. {Ninguno de ellos se apoya en alguna de sus caras! Por otro lado, la
fachada de cada una de las edificaciones hexaédricas no nos permite adivinar
cual es la distribucion de los espacios habitables.
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Figura 2. Una casa arbol por dentro

La figura 2, en la que se han suprimido las paredes exteriores, aclara un
poco la situacion y muestra las tres plantas (1, 2 y 3) de cada una de las
viviendas. El suelo de la primera, que corta a las tres aristas del cubo que
concurren en el vértice inferior, es obviamente un triangulo (;de qué tipo?).
El de la segunda, que interseca a seis aristas del hexaedro en sus puntos
medios, es un hexagono (¢de qué clase?). Por ultimo, el suelo de la tercera
planta (la buhardilla) se acopla a las tres aristas que concurren en el vértice
superior del cubo y es un poligono de seis lados equilatero y equiangulo
(véase la figura 3).



Figura 3. Planta de la buhardilla

Ademas de los interrogantes anteriores, también se pueden formular las
cuestiones siguientes:

¢Cual es la altura de la primera planta?
¢Cual es la longitud de la arista del cubo?
¢Cual es la posicion del cubo?

Para responder a las preguntas precedentes, solo disponemos de tres datos
numeéricos: (1) el area del suelo de la primera planta es 24 m2; (2) el area del
suelo de la segunda planta es 60 m™'; (3) el area del suelo de la buhardilla es
18 m'.

LA RESOLUCION DEL PROBLEMA
(a) El suelo de la segunda planta

En la fotografia de la figura 4 se muestra un cubo transparente sin tapa en
cuyo interior descansa un hexagono negro cuyos vértices P, Q, U, T, Sy R
son los puntos medios de seis aristas del poliedro regular al que los
pitagoricos y Platén identificaron con la tierra. Ante una prueba fisica como
esta casi nadie pondria en duda que el poligono obtenido al conectar los
puntos medios de seis aristas de un cubo tal como se indica en la figura
anterior es un hexagono equilatero y equiangulo. Notemos que con esta



afirmacion se admite que los puntos P, Q, U, T, S y R son coplanarios, que
las longitudes de los seis lados del poligono son iguales y que la amplitud de
cada uno de los angulos interiores del hexagono es 120°.

Figura 4. Seccion hexagonal de un cubo

Veamos que estas tres suposiciones son ciertas. Para ello haremos uso de la
geometria analitica y trabajaremos en un sistema de referencia cuyo origen de
coordenadas O es el centro del cubo y cuyos semiejes positivos OX, OYy OZ
son perpendiculares a las caras ABFE, BCGF y ABCD, respectivamente.

Con la eleccion de estos ejes y admitiendo que la longitud de la arista del
cubo es a, resulta que:



P (0,-a/2, a/2),Q (-a/2,0,a/2),U (- a/2, a/2, 0),
T (0, a/2,-a/2),S (a/2,0,—a/2), R (a/2,-a/2, 0)

Observando las coordenadas de cada uno de los seis puntos anteriores
notamos que su suma es Cero.

En consecuencia P, Q, U, T, S y R pertenecen al plano n cuya ecuacion
generalesx +y +z =0.

Por otro lado,

Q- QU T IS seme i) -

Consecuentemente, el poligono PQUTSR es equilatero.

Por ultimo, teniendo en cuenta que QP (a/2,1- a/2, 0) y TU (0,a/2,-a/2),
resulta que:

2

— —_— a

P . QU 4 —> —
Q__> g, = 42 1 , siendo a =ang (QP, QU).
| QP || QU| QTa 2

CcCos a =

Por tanto, a = 120°.

Dado que los angulos interiores del hexagono PQUTSR son iguales, resulta
que la amplitud de cada uno de ellos es 120".

Resumiendo: PQUTSR es un hexagono regular.

Ademas, dado que el vector caracteristico del plano 7t es (1, 1, 1) y que las
coordenadas del vector OB son (a/2, a/2, a/2) = (1, 1, 1) resulta que el suelo
de la segunda planta y una diagonal del cubo son perpendiculares.



Figura 5. Las coordenadas de B

Dicho en otras palabras: para que el suelo de la segunda planta sea
horizontal una de las diagonales del cubo debe tener la direccion de la
vertical.

Figura 6. Posicién de una casa arbol en el espacio (la diagonal negra tiene la



direccion de la vertical)

(b) Calculo de la longitud de la arista del cubo

El pavimento de la segunda planta es un hexagono regular como el PQUTSR
de la figura 4. El area de dicho hexagono es igual a seis veces el area del
triangulo OPQ

Figura 7. Elementos para el calculo del area del pavimento de la segunda
planta

Dado que el area de OPQ es igual a la mitad del modulo del producto
vectorial de los vectores OPyOQ, se tiene que:

~ az'\l_ 6 a2.\l§_ _ 8@2-\1?

Area, = PQUTSR ~ ° g 4

= Area

3
oPQ 8

Recordando que el area de la segunda planta es 60 m2, podemos escribir:

%:60:3&@:240:% % =6,8m



Con esto, la altura maxima del edificio [= distancia entre los vértices
inferior y superior del cubo] es aproximadamente igual a 11,77 metros.

Por otro lado, la longitud de cada uno de los lados del suelo de la segunda
planta es aproximadamente igual a 4,8 metros.

11.77 m

Figura S.Dimensiones de una casa arbol

(c) El piso de la primera planta

Volvamos a la figura 4 y cortemos las aristas BA, BC y BF por un plano Tu'
paralelo al suelo de la segunda planta (i = x + y + z = 0).

Dado que ir' y ir son paralelos, entonces la ecuacion general de ir' sera del
tipox +y+z=X.

Ademas, las ecuaciones de las rectas r, s y t que pasan por los puntos A-B,
B-C y B-F, vienen dadas por:



C (-a/2,al2, ai2)

Ala/2,-al2, all)

2, 4/2, all)

-al2

-2 al2
-1/2

F (a'2, a/2, -al2)

Figura 9. Las coordenadas de A, B, Cy F
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A partir de aqui resulta inmediato que:

(1) Las coordenadas de los puntos A', G y F en los que el plano it' corta a
las rectas r, s y t son (a/2, k - a, a/2), a, a/2, a/2) y (a/2, a/2, fi,-a).J11

(2) Las longitudes de los lados A'C', C'F' y F'A' son iguales a
-3z

Por tanto, podemos asegurar que el suelo del primer piso es un triangulo
equilatero (T).

Teniendo en cuenta que el area del pavimento de la primera planta es de 24

m2 es facil descubrir que:
_ 3a , T
}\4 - T - 4 3

Entonces, la longitud de cada lado del T es igual a 4V273 metros (-7,44m)

y la ecuacion de ir' es:
3a
xtytz=—5 —4\’\/3

Ademas, dado que la distancia entre los planos it y it' coincide con la
distancia de O a it', la altura de la primera planta (h1) viene dada por:

h:%-zxm
V3

) = 2,85 metros



Figura 10. Dimensiones de la primera planta

EPILOGO MAS QUE BREVE

En las lineas anteriores hemos presentado un problema geométrico sugerido
por la simple contemplacién de tres viviendas peculiares que se encuentran
en la ciudad holandesa de Helmond.

Con ello s6lo hemos pretendido ofrecer una situacion problematica
(¢motivadora?) que, una vez analizada, organizada y desarrollada, podria
convertirse en una unidad didactica de geometria analitica 3D para alumnos
de segundo de Bachillerato.

2. Perfume matematico

PALABRAS PRELIMINARES

En la primera seccion de este capitulo hemos propuesto y resuelto un



problema geométrico-arquitectonico.

En las lineas que siguen presentamos un material aromaticodidactico,
rescatado del mundo del disefio industrial, que permite poner al descubierto
algunos contenidos matematicos escondidos en un envase que encierra un
delicado perfume.J1'

EL ENVASE



A simple vista, el envase que nos ocupa (véase la fotografia anterior) consta
de dos partes: (i) un tapén opaco negro y (ii) un recipiente transparente que
contiene el perfume.

En conjunto, el objeto 3D al que nos estamos refiriendo se puede
contemplar como la deformacion de un prisma recto de bases cuadradas
cuando una de ellas gira en torno a su centro un angulo de 90°.

A B 1) A

H G H G

Con esto, las aristas AE, BF, CG y DH del s6lido obtenido a partir del
prisma son diagonales de las caras laterales de éste.

Por otro lado, las caras del nuevo cuerpo geométrico, al que llamaremos
prisma retorcido, son superficies que no estan contenidas en un plano. Los
matematicos llaman superficies alabeadas a tales superficies.



Ademas, el centro del prisma retorcido coincide con el centro del prisma
recto del que proviene.

LA CONJETURA

Si separamos el tapdn del recipiente transparente, observamos que cada uno
de los dos componentes del envase contiene un cuadrado PQRS cuyo lado es
menor que la longitud de los lados de las bases ABCD y EFGH del prisma
retorcido.

Este hecho nos anima a conjeturar la proposicion siguiente:

Si se corta el prisma retorcido por un plano paralelo a sus bases se obtiene
un cuadrado.

LA DEMOSTRACION



Para verificar la conjetura anterior nos serviremos de la geometria analitica
3D y haremos uso de un sistema de referencia ortogonal cuyo origen de
coordenadas es el centro O del prisma retorcido y cuyos semiejes positivos
OX, OY, OZ son perpendiculares, respectivamente, a las caras DCGH,
BCGF y ABCD del prisma recto de base cuadrada que da origen al prisma
retorcido que nos ocupa.

Admitiendo que la altura del prisma retorcido es 2h y que la longitud de los
lados de sus dos bases cuadradas es 2a, las coordenadas de sus vértices se
detallan en el diagrama adjunto.



y =_%—a _ _yta _ z—h
CG 0 a -h
__xt+a __yt+ta __z-h
DH a 0 —h

Cortando las cuatro aristas por un plano i -- z = 2[-h<_h], paralelo a las
bases del prisma retorcido, se obtiene:



De donde, efectuando los calculos oportunos, resulta que:

d(K,L)= d(LM)=d(M,N)= d(N,K) = %«/2(% + h?)

En consecuencia, KLMN es un rombo.

Para comprobar que KLMN es un cuadrado basta con verificar, por
ejemplo, que KL y LM son perpendiculares.

En efecto.



Facilmente se obtiene que:
KL = (A= hA=1 0)
LM = (A=A A+ R 0)
Entonces:
KL - IM = (A=) =R+ =) A+h) =M=k (-A=h+A+h) =0

Por consiguiente, KL. y LM son perpendiculares y KLMN es un cuadrado.

DOS RESULTADOS MATEMATICAMENTE INTERESANTES

Acabamos de demostrar que si se corta un prisma retorcido por un plano
paralelo a sus bases se obtiene un cuadrado.

Dicho en otras palabras:

(i) Un prisma retorcido esta compuesto por infinitas laminas cuadradas de
espesor despreciable, paralelas a las bases del prisma.

En otros términos:

(ii) Cada una de las cuatro caras laterales de un prisma retorcido es una
superficie generada por una recta que se desplaza sobre dos aristas laterales
consecutivas y es paralela a las bases cuadradas. Los matematicos llaman
superficies regladas a esta categoria de superficies.

EL PROBLEMA

El resultado (i) del apartado anterior nos anima a proponer un problema
dirigido a alumnos de Bachillerato y a estudiantes de los primeros cursos de
Bellas Artes: la construccién de una escultura [=PERFUME
MATEMATICO)] inspirada en el envase al que hemos dedicado las secciones
anteriores.



PERFUME MATEMATICO. Cortesia de Juan L. Monterde (Universidad de
Valencia)

A lo largo del proceso se presentaran, sin duda alguna, problemas practicos
que no son dificiles de resolver si se tienen en cuenta los contenidos teéricos
que hemos expuesto en las lineas precedentes.

EPILOGO BREVE

En esta seccién que esta a punto de concluir, hemos analizado un objeto real
[= envase de perfume] desde una 6ptica matematica. En dicho analisis hemos
utilizado algunos topicos elementales de geometria analitica 3D (sistema de
referencia, coordenadas de un punto, ecuaciones de la recta y el plano,



interseccion de rectas y planos, producto escalar de dos vectores...) que estan
al alcance de un buen numero de estudiantes de Bachillerato. Con la ayuda de
este instrumental tedrico hemos puesto al descubierto la estructura
matematica del objeto en estudio y hemos aislado los elementos basicos para
crear objetos artisticos.

En pocas palabras, las Matematicas sirven para interpretar el mundo real y
pueden servir de inspiracion a los artistas.

Desde aqui animamos a nuestros colegas, los profesores de Matematicas, a
que incluyan entre sus actividades de ensefianza y aprendizaje algunas tareas
similares a las que hemos propuesto en las lineas precedentes. De este modo
lograremos convencer a nuestros alumnos de la presencia de las Matematicas
en el mundo real.

Referencias on line
Casas cubicas.

http://www.fotosdearquitectura. fotopic.net/frame_collection_ side.php?
id=455999

Cubic houses (kubuswoningen), Rotterdam (Piet Blom, 1984).
http://www.galinsky.com/buildings/cubichouses/

Paalwoningen.

http://helmond.nederlandonline.net/album. asp?alb=Paalwoningen
Paalwoningen in Helmond.

http://blogger.xs4all.nl/osdorp/gallery/7311.aspx



Capitulo 7

Dos soluciones inteligentes
a un problema clasico de
la matematica griega

Cuenta la leyenda que, estando los atenienses (alla por el afio 430 antes de
Cristo) azotados por la peste, acudieron al Oraculo de Delfos con el animo de
encontrar remedio a tamafia calamidad.

El dios Apolo les indicé que, a tal efecto, deberian construir un altar doble
del que le estaba dedicado (advirtamos que la forma de dicho altar era
cubica).

Aparentemente dicha peticion no ofrecia dificultad alguna. Sin embargo, y
teniendo presente que en la mayoria de las escuelas de gedmetras griegos tan
solo se utilizaban dos instrumentos: la regla y el compas, todos los intentos
para determinar la arista del cubo de volumen doble que el de uno dado
(problema de la duplicacién del cubo) resultaron infructuosos.

Hicieron falta muchos siglos para que se demostrase la imposibilidad de
resolver el problema con el uso exclusivo de estos medios.

A lo largo de este capitulo presentamos dos métodos, sometidos a menos
restricciones, que conducen a una respuesta satisfactoria a la recomendacién
que, en su dia, hizo Apolo a los atemorizados atenienses.

1. Procedimiento de Diocles

Diocles (ca. 240 a. C.-ca. 180 a. C.) resolvio el problema de la duplicacion
del cubo valiéndose de una curva conocida como cisoide de Diocles.

Veamos como se define la cisoide.



En una circunferencia de radio a (véase la figura anterior), sea OA uno de
sus diametros. Sea r la tangente a dicha curva por el punto A y s una secante
cualquiera que pasa por O.

Pues bien, el punto R (situado sobre s) tal que su distancia a O es igual a la
distancia entre P y Q pertenece a la cisoide.



O

Para determinar la ecuacion de la cisoide de Diocles elegimos como eje OX
la semirrecta de origen O que contiene el punto A y como eje OY la
perpendicular trazada por O a dicha semirrecta.

Con este sistema de referencia resulta inmediato que las ecuaciones de la
circunferencia, de la tangente r y de una secante arbitraria s que pase por O
son, respectivamente:

X +y*—2ax=0
X =2a

y = mx

Ademas, las coordenadas de Q (punto de interseccion de r y s) son (2a,
2am).

Por otro lado, las coordenadas de P (punto comun a la circunferencia y a la
secante) verifican el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

x?2+y?*—-2ax=0
y = mx

De aqui se obtiene que:



p 2a 2am
(1+m2’ 1+m2)

[x2+y2—221x=0
Ly b, X +mX’—2ax=0=x(x+m’x~-2a)=0=
y =mx = y? = m?x

2a Ly ~ 2a  2am
14+ m? y=mx=m 1+m?2 1+m?

Como la distancia entre P y Q vienen dada por la expresion:

I Y S

es evidente que el punto R de la cisoide se encontrara simultaneamente en
la circunferencia de centro O y radio d(P, Q) y en la secante s.

Resolviendo el sistema:
4a*m*

2 2 _ _
Xty = 1 + m?
y = mx

y teniendo en cuenta la eleccion de los ejes coordenados se obtiene que:

2am? 2am?
( 1+m?’° 1+ mQ)

2, 2 4a’m*
X2y = —— 4a’m?* 4a’m?*
l1+m — x2+ m2x2= —=x2(1+m?) = _
y:mx:yQ:m2X2 l+m l1+m
e 4a’m* N 2am? N 2am? 2am?
X =— " X=-——7 =1m - =
(1 + m?)2 T+m? 7 1+m? 1+ m?

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas de la cisoide son:



2am?

1+ m?

2am?

VS Tome

Eliminando m entre estas dos igualdades obtenemos la ecuacion de la
cisoide:

x’ =y* (2a — x)
2am2 2 2 2 2 X
X=7T x(1 + m?) = 2am :>x:m(2a—x):>m=2a_X [o]
3 = 3
2am 2am
Y= Trm? U Tome (B

Sustituyendo [a] en [(3] resulta:

9 . X X 2ax X 2ax X
2a—-x Y2a-x ~ 22-x {2a-x B 22—-x {2a-x ~

y= ] X - 22a-X +X - 2a -
i 2a—-x 2a—-x 2a — x
9 _ o2 X 2 ’ 3_ 2
=X\ % =y*=X 52 —% =) " 9a_x = X’ =y*(2a -Xx)
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Gréfica de la cisoide de Diocles

Llegados a este punto ya estamos en condiciones de atacar el problema de
la duplicacion del cubo.

Admitamos que la longitud de la arista del cubo dado es 1.

Entonces, la ecuacién de la cisoide (relativa a la circunferencia de diametro
1) es:

x? =y*(1 - x) [1]
Observemos que las rectas:

y = mx [2]
y=m?*(1 -x) [3],



donde m es un namero real cualquiera, se cortan en un punto de la curva

[1].
En efecto.

Eliminando m entre [2] y [3], resulta:

3

)};3 (1-x) =>x*=y%(1 —-x)

y =
Dicho en otras palabras:

El lugar geométrico de los puntos de interseccion de las rectas [2] y [3] es
la cisoide de Diocles.

Con esto, haciendo m3 = 2 [en cuyo caso [3] toma la forma y = 2(1-x)], es
obvio que la recta que pase por OyR[=punto comun a la cisoide y ay = 2(1-
x)] tendra por ecuacion y=12-¢x.

\
b '

y =2(1-x)




En esta situacién (ver la figura anterior) resulta que B(l,).
En consecuencia:
AB=32
Hemos determinado, pues, la arista del cubo doble del cubo dado.
2. El método de Arquitas

Arquitas de Tarento (s. IV a. C.) dio una bellisima solucion al problema de la
duplicacion del cubo utilizando tres superficies de revoluciéon: un cono recto,
un cilindro recto y un toro.

Sirviéndonos de la geometria analitica (desconocida por los antiguos
griegos) la resolucion de Arquitas se puede describir del modo siguiente.

Sea a la arista del cubo que se desea duplicar y A (a, 0, 0).

Con centro en A y radio a describamos las circunferencias de los circulos
C, (situado en el plano OXZ), C2 (contenido en el plano OXY) y C3 (situado
en un plano paralelo al OYZ).



i:x:

Acto seguido, consideremos las siguientes superficies de revolucion:
*Cono recto de vértice O y directriz la circunferencia del circulo C;;.
+Cilindro recto de directriz la circunferencia del circulo C9.

*Toro engendrado por la revolucion de la circunferencia del circulo Cl
alrededor del eje OZ.



Las ecuaciones de dichas superficies de revolucion son:

CONO: ¥ =y*+ 2°
CILINDRO: »? + y* = 2ax
TORO: (o2 + )% + 2% = 4a* (&% + ¥?)

ECUACION DEL CONO

Atendiendo a los diagramas anteriores y teniendo en cuenta el teorema de
la altura relativa a la hipotenusa, resulta que:

Z=(x—y)(x+y) = -y ==y +2°

ECUACION DEL CILINDRO
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Teniendo en cuenta las figuras precedentes y el teorema de la altura relativa
a la hipotenusa, se obtiene:

P =x(2a—-x) =2ax—x* = »*+y* = 2ax

ECUACION DEL TORO



A partir de la informacion contenida en la figura de la izquierda, resulta
que:

OP' =~ x + 92
P'B=2a-~ X+ 92



o B

o

En virtud del teorema de la altura relativa a la hipotenusa se puede escribir:

2=0P' - PB= (N 2+y)
2a-V 2+ )=
2=2aN 2+ — (£+y}) =
Pty +2=2aN % +y? =
(o + 92+ 22)2 = 4a2 (& + 9?)

Pues bien, las tres superficies de revolucion que estamos considerando se
cortan en un punto cuya coordenada x es la arista del cubo doble del cubo
dado.

En efecto.

Sea el sistema formado por las ecuaciones del cono, cilindro y cono.
=y + 22
x + 9% = 2ax
(3 + 92+ 22)2=4a( +y?)

Sustituyendo y2 + z2 del primer miembro de la tercera ecuacion por x2 y
x2 + y' del segundo miembro de la tercera ecuacion por 2ax, resulta:

(@ +x2)2=4a2(2ax) = (2:2)2=8a3x = 4x' = 8aPx = ¥ =28 = x = ay2

Por tanto, x = aC es la arista del cubo doble del de arista a.
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Capitulo 8

Matematica recreativa
valenciana

Geronimo Cortés, cientifico valenciano que murio en la capital del Turia en
1615, publico en 1604 su Arithmetica practica (...) estructurada en cuatro

libros.

ARITHMETICA PRACTICA

MUY UTIL, Y NECESSARIA PARA TODO GENERO
de Tratantes,y Mercaderes, la qual contiene rodo ¢l Arte menor
y principios del mayor , qu izes cubicas , y quadradas,
con los ufos,y provechos de blag; las Was poficiones :1? ufo anti-
guo,y moderno declaradas.Contitpe alli 'Fn,m ¢l modo,y arve de
inventar,y reducic unas monedaden otrdy, por reglas breves,
con mucha vdriedad de grebuncas 4y refpuettas,
afli Arichmecicasadoino Geometricas.

Oompugflo, y r&M por Geramimo Cortes, natursl de Valensia,

En cfta ultima Impreflien fe ha afiadido un Tratade
de Medir Tierras.

Con licencia : Eo Zaragoza : Por los Herederos de DIEGO dé
LARUMBE, Afo 1714

A de Aptonio Rubio, Mercader de Lidres | ;-éni': cen fucala
e ¢en la Calle de lar Danzas, el

Portada de la Arithmetica practica de Geronimo Cortés (edicion de 1724)

El capitulo VIII (De algunas preguntas, y juegos Mathematicos, por via de



cuenta que haze el Discipulo al Maestro) del cuarto libro contiene una
coleccion de recreaciones clasicas que, sin duda alguna, pueden despertar el
interés de un publico que no se suele emocionar con las matematicas.

En las secciones siguientes presentamos las versiones originales de dichos
juegos, sus adaptaciones al castellano moderno y los comentarios necesarios
para justificar su validez.

1. Adivinar el numero que otro ha pensado



D.  Efor Maeftro, dizen que fepueden faber por cuenta log

dineros,d reales que otro ticne en {u bolfa, o penfamien-
to. Y paraque yo lo vea, y lo crea, quiero penfar un numetro de
reales, y affi pregunto 4 v. m. quantos he penfado.

M. Digo que es verdad , que fe puede faber, y para que lo
creas, jl.ll;gt:i cfle numero qug?:ns pcpnfarlu fu metad, ﬁ: hgvicn:
alguna metad, romala por entero , y afiadcla tambicn. D. Ya lo
tengo hecho. M. Pues a efle numero que tienes hecho afadcle fe-

vez fu metad , y fi huviere alguna merad, juncala como fi

effe entero. D. Affilo he hecho. M Aora dime en.efic numero
que tienes quantos nucves ay. D. Digo que no ay figo un nueve,
M. Pues yo te digo que penfafte 7.reales, fi quicresdezir la ver-
dad. D. No lo nicgo,antes digo que rome tantos como 7. en mi
penfamiento 3 pero tambicn :mﬁt}ib otra verdad, que no he en-
rendido palabra, digo para faberlo yo. M. La regla es, que hagas
afadir al numero que (¢ ha penfado fu metad, como hasvilto ; v
fi adadiendo la merad huviere algun medio, tomaras, y guardaris
uno entu penfamicnto, y (oo huvicre metad alguna, no rienes
que puardar nada en e memoria ; y otra vez haras afiadir al nu-
mero que e guarda en la memoria fu metad , y i por fuerce fe
reiere la unidad, quicro dezir , i huviere algunx merad , guar-
daris 1..en t meworia, y fmo huvicre alguna mead , no ricnes
que guardar. Aora pediras, fi gn todo ¢l pumero que uno tiene
penfado , con lo afidido Lay lgan nueve , o nucves, y por cada
nucve que huviere tomaras 4. y adadiris los que guardavas en tu
mecmonia, {i buvo ocafion de guasdbr, con los que vale cada nue-
ve, y taneps peesd en fu peofamifinee fin falar un punto, o tantos

dineros, & reales tania en la bolfa.

El procedimiento adivinatorio anterior, descrito en el dialogo entre
discipulo (D) y maestro (M), se puede adaptar como sigue:



PROCEDIMIENTO

EJEMPLO: El nimero pensado
es 135

Para adivinar el nimero que otro ha
pensado puedes proceder asi:

[1] Dile que al nimero que ha
pensado le sume su mitad.

135 1 1
135 +T=135+67+—2-:202+§

[2] Preguntale si el resultado de la
suma anterior es fraccionario o no.
En caso afirmativo, debe sumar 1/ 2
al resultado obtenido en [1] y ti debes
memorizar el nimero 1.

El resultado obtenido es fracciona-
rio, por tanto le debe sumar 1/ 2 (el
adivino memoriza en nimero 1).

(202 +%)+%= 203

[3] Dile que al nimero natural
obtenido en [1] o en [2] le sume su
mitad.

203 1 1
203+T_203+101 +§—304+§

[4] Preguntale si el resultado de
la suma anterior es fraccionario
o no. En caso afirmativo, debe
sumar 1/ 2 al resultado obtenido
en [3] y ti debes memorizar el
numero 2.

El resultado obtenido es fraccio-
nario, por tanto se le debe sumar
1/ 2 (el adivino memoriza el
numero 2).

(304 +%) +%= 305

[5] Dile que te diga cuantos
nueves hay en el nimero natural
obtenido en [3] o en [4].

305=9-33+8
Es decir: 305 tiene treinta y tres
nueves.

[6] Multiplica el nimero de nueves
por 4. Si el resultado obtenido en
los apartados [1] y [3] no es fraccio-
nario, el producto anterior es el
numero que querias adivinar. Si el
resultado obtenido en [1] es fraccio-
nario y el obtenido en [3] es natural,
para adivinar el numero debes
sumar 1 al producto anterior. Si el
resultado obtenido en [1] es natural
y el obtenido en [3] es fraccionario,
para adivinar el nimero debes
sumar 2 al producto anterior. Si los
resultados obtenidos en [1] y [3]

son fraccionarios, para adivinar el
numero debes sumar 3 al producto
anterior.

Con esto, el niumero pensado es:

33-4+1+2=132+3=135




JUSTIFICACION

Sea x el niumero pensado. Dado que se pueden presentar las cuatro
situaciones siguientes:

x=4p;x=4p+1;x=4p+2,x=4p+3,
la adivinacion se puede justificar como sigue.
Primer caso: X = 4p
* X+ 2 =4p+2p=6p
* 6p+ 2 =6p+3p=9p
*Op contiene p nueves.
*El nimero pensado es 4p.
Segundo caso: x =4p + 1
xex+2=4p+1+4p21=6p+1+1
 [6p+]+ 2 ]+ 2 =6p+2
* 6p+2+226p=9p+3
*Op + 3 contiene p nueves.
“4p
*El numero pensado es 4p + 1.
Tercer caso: x =4p + 2
x*x+=4p+2+4p22=6p+3

*6p+3+6p239p+4+12



*[9p+4+2]+2=9p+5

*Op + 5 contiene p nueves.
*4p

*El ndmero pensado es 4p + 2.
Cuarto caso: x =4p + 3
*X+2=4p+3+4p2~=6p+4+2

* [6p+4+ 2 ]+ 2 =6p+5
*6p+5+6p25=9p+7+2

* [9p+7+2]+ 2 =9p+8

*9p + 8 contiene p nueves.
*4p

*Elnimero pensado es 4p + 3.

. Otra forma de adivinar el nimero que uno ha pensado



D. Scior Maclt-o bien me comtenta cl precedente modo de
adivinar, y acersar el numero que uno ticne ea (U pesfamicnto,

fivo tuviera rancas preguntas y refpueftas; pero fi cs polliblc denos
otro modo de menos preguneas , y mas llano.

M. Digo que me plaze,y pienfz cl numero que quifieres.D, Y3
lo he penfado. M. pues dobla effe numero que has penfado , y
afadele 8. por mi. D. Ya los he doblado , y he anadido 8. por
v.m. M. Aora dec rodo cfic numero echa la metad 3 fuera. D. Yd
los tengo echados. M. Pues de aqueflos que te quedan en lame-
moria quira los que al principio penfafte, D. Tambicn los tengo
quitadosi pero no fobra los que me quedan. M. Si bare, y fi quics
res dezir la verdad note quedan mas, ni menos de 4. D. Digo
que es affi la verdad , porque yo al principio tome 6. en mime-
moria, cuyo doblaes tz. y 8. que me mandd afiadir fon 20. de
los quales cchando 4 fuera la metad me quedaron 10. y de cltos

quitando los 6. que tome al principio me quedaron los 4. que v,
m. ha dicho, y accrrados pero confiello que no fe como acernallo,
y adivinallo yo. M. Advicree,que aunque tomaras grande numero
co w penfamiento al principio, O le tomaras pequeiio, fiempre te
quedara en la memoria la metad del numero que yo te dixery
que tomaras por mij y pues porque aora en efte exenplo yo te

dixe que tomafles 8 Erm- mi, por fucrca te avian de quedar 4. ea
su memoria, guiendo el orden declarado.

El procedimiento propuesto por Cortés no permite adivinar el nimero que
otro ha pensado; sin embargo, modificando la tltima instruccién, se puede
conseguir dicho objetivo.

ADAPTACION

Para adivinar el nimero que otro ha pensado, invitale a que efecttie las
operaciones siguientes:

[1]Multiplicar por 2 el nimero que ha pensado.

[2]Sumar 8 al producto anterior.



[3]Restar de la suma anterior su mitad.

[4]Restar 4 de la diferencia anterior.

Con esto, el resultado obtenido en [4] es el nimero que habia pensado.
JUSTIFICACION

Sea x el numero pensado.

Entonces:

[1] 2x

[2]2x + 8

[3] 2x+8) -(x+4) =x+4

[4] (x+4) -4=x

3. ¢Cuantas varas de pafio compraste?



D. De buena en mejor ha ido el adivinar numeros penfadas;
pero Seior Malkro, {ino [ difguftale fuplico nos diga otro modo
de adivinar pumeros mas breves, que los palfados.

M. Quc me plaze, y picnfa luego ¢l numero que quilieres de
ducados, o de reales. D. Yd r.:nfo penkrdes ciercos.docad. M.
Adade pues por mi A efios ducados que has penfado fu mifma
metad. D.Ya eftan afadidos. M. Aera emplea effos ducados que
tienzs en ¢l penfaméico en varas de rafo,o de lo que tu quilieres,
pagando por cada vara tantos ducados,, como por mi afadille,
vo adivimard las varas que mevcaltes,6 pudieras mercar. D. Yo y
tengo viltas Jas varas que podria aver mercado con los dueados
que guardo en mi penfamicnro; pero no st yo como puede v. m.
ni ninguno adivinarlas fin aver hecho pregunias algunas. M. Pues

jo te digo  mercafte 3. varas de rafo fi quieres dezir la verdad.
;). No lo niego, antes bien diq"' que merque, o pudiera aver mer.
cado tres varas ; pero fuplicele pos diga el como fe fabe e con
tanea facilidad, y brevedad. M.Adpviczre, que aora pienfen nume-
ro pequeiio , & grande, figuiendo el orden declarado, fiempre fe
An mercar 3.varas,y no mas, ni menos, y como avemos apli-
cado la queftion A varas, fe pudiera aplicar 2 otra cofa diferente,

ADAPTACION y JUSTIFICACION

En esta recreacion, Gerénimo Cortés adivina el nimero de varas de raso que
otro compro con una cantidad desconocida de ducados. El discurso del
cientifico levantino es el siguiente:

Sea x la cantidad de ducados que tiene el comprador.
A dicha cantidad se le afiade su mitad y se obtienen 3x/ 2 ducados.

Si se invierte este capital en la compra de raso, a razon de una vara por
cada x/ 2 ducados, resulta obvio que el nimero de varas que se pueden
comprar es 3.

4. Piedras, naipes...



D. St encima de una mela huv icﬂ:-.:&gunas pedrezuclas, y nay~
pes, d otra qualquier cofa , y uno tocaflc unapiedra de aquellas,
podriafe faber por numeros, qual de aquellas tocd:

M. Digo que fi,y demos que huviclle encima de una mefa 14,
picdras, gﬂ mas,& menos en hilera, 6 en circulo, y que uno tocs la
dezima piedra fin tu faberlo: aora dirds al que rocd la piedra,que
doble las picdras que huviere defde la primera hafta la que oo,
Z‘{.porqur. tocd la dezima ferdn 10. din. ?ue afada s. ﬁzin 25. y

e numero que le multiplique por 5.y ferdn 124.y A efte nume~
1o que afiada 10,y ferdn 135. y 2 clte numero que afiada un ze-
ro, y ferdn 13 50. aora tu pedirds que te dén todo efte numero,
del qual facaras fecretamente 3 §o. y quedarin 1000. Y nota,que
cada millar que fobrare vale 10. y affi dirds, que tocd la dezima
piedra; y fi {obrare algunas centenas , cada centena vale uno. Y
Bota, que has de faber por qual cabo comencgd A contar.

ADAPTACION

Para saber qué piedra (de una hilera de piedras) toc6 una persona, se le puede
invitar a que efecttie las operaciones siguientes:

[1]Multiplicar por 2 el nimero de orden de la piedra que toco.
[2]Sumar 5 al producto anterior.

[3]Multiplicar por 5 la suma precedente.

[4]Sumar 10 al producto anterior.

[5]Multiplicar por 10 la suma precedente.

[6]Restar 350 de la suma anterior.

[7]1Dividir por 100 la diferencia precedente.

El resultado obtenido en [7] indica el nimero de orden de la piedra que
toco la persona.



JUSTIFICACION
Sea x el numero de orden de la piedra.

Las operaciones impuestas en el procedimiento conducen a la siguiente
expresion:

[(2x +5)5+ 10110 -850  (10x+25+10)10-350  100x + 350 — 350 _
100 - 100 - 100 =X

5. Tres dados

D. Si fe echaflen tres dados encima de una mela, como {c po~
dria faber quanros puncos pintd cada dado fin verlo la perfona,
folo por numeros.

M. Digo que me plaze,y baz cuenta que tu has echado los tres
dados.encima de la mefa , y que el uno ha pintado 6. puntos, el
otro 4.y el tercero 2. quintos. Pues aora dobla los puntos del da-
do que quificres,y fean los 6.puntos que feran 12.y afiadeles 5. ¥
ferdn 17, multiplica cftos por 5.y ferin 8. anade los puntos del
dado que quifieres, y fean los 4. y ferin 89. afadeles 10. y ferin
99. y mas un zero , y ferin 99o. finalmente afladeles los &:ntm
del tercer dado, que fon 2. y ferdn 992. Aora tomo yo efte nu~
mero, del qual fecretamente quitart 350,y quedarme han 642,

y al acertaré diziendo, que el un dado pinta 6.pntntos, y el otro 4. y el
tercero:.

ADAPTACION

Para adivinar las puntuaciones de tres dados se invita al que los ha lanzado a
que efectie, por ejemplo, las operaciones siguientes:

[1]Multiplicar por 2 la puntuacion del primer dado.

[2]Sumar 5 al producto anterior.



[3]Multiplicar por 5 la suma precedente.

[4]Sumar al producto anterior la puntuacién del segundo dado.
[5]Sumar 10 a la suma anterior.

[6]Multiplicar por 10 la suma precedente.

[7]Sumar al producto anterior la puntuacion del tercer dado.
[8]Restar 350 de la suma anterior.

El resultado obtenido en [8] es un niumero de tres cifras. La cifra de las
centenas es la puntuacién del primer dado, la cifra de las decenas es la
puntuacion del segundo dado, la cifra de las unidades es la puntuacion del
tercer dado.

JUSTIFICACION

Sean a, by c las puntuaciones obtenidas por el primer, segundo y tercer dado,
respectivamente.

Entonces, las operaciones impuestas conducen a la siguiente expresion:

[(2a+5)5+b+10]10 + ¢—350 = (10a+ 25+ b+ 10)10 + ¢— 350 =
100a+ 106+ 350 + ¢— 350 =100a+ 106+ ¢

6. El juego de las tres prendas



D Tambien tengo entendido,que {e {pucdc faber por numeros
R enrre tres fe repartieflen rres cofas diferentes, qual de ellosto-
mb cada cofa, por tanto le fuplico me diga el-arte con brevedad.
M. Sino me huvieras pedido la brevedad , te la dixera porla
r:g]n-. de los tres dados; pero nota otra mas breve , y mas curiola,
y demos que las tres cofas diferentes fean un paitizoclo,un guan-
w, y un real ,r{;:l cada una de las tres perfonas , que fe huvieren
repardiendo efkas tres cofas, pondris un nombre d¢ numero, y di-
ganos que ¢l primero (e llama uno,y el fegundo dos, y ¢l tercera
tres. Ya que {e avan repartido lascres cofas, dirds al que tiene el
pafiizuelo que doble fu nombre , y amas que lo ciene el que
fe llama dog, y feran 4 defpues dirds al que ticne el guante, que
maltiplique fu nombre por 9 y demos que le tiene el que (e ﬁ:\-
ma 1.y ferdn 9. finalmente diras al que tiene el real,que i fu na-
bre que es tres, le afiada un zero,y ferdn jo. Aora junta eftds tres
numeros,que fon 4.9.y 30.y ferdn 4.3. eftos quitalos de 6o.y que-
dardn 17. Aora parto eftos 17. por 8.y vendran al partidor dos, y
fobrara uno, que quiere dezir, que el que fe llama dos, tieve et
paiizuclo,y ¢l que fe llama uno, tomo el guante;y aunque no fe
haze mencion de quien tiene el real , pero claro queda que fa-
biendo quien tiene ¢l paiiizuclo,y ¢l guante, qu: el real lo tendrd
ol que no fe nombra por la regla, que es el que fe llamava tres.

ADAPTACION

Para adivinar, de entre tres personas, cual tiene un pafiuelo, cual tiene un
guante y cual tiene una moneda, puedes utilizar el siguiente procedimiento:

[1]A una de las tres personas le das una tarjeta con el numero 1, a otra le
entregas una tarjeta con el numero 2, y a la tercera le das una tarjeta con
el numero 3.

[2]La persona que tenga el pafiuelo debe multiplicar por 2 el nimero de su
tarjeta.

[3]La persona que tenga el guante debe multiplicar por 9 el numero de su
tarjeta.



[4]La persona que tiene la moneda debe multiplicar por 10 el nimero de su
tarjeta.

[5]Después de esto, deben sumar los tres productos anteriores, restar la
suma de 60 y comunicarte este resultado.

[6]Conocido el resultado obtenido en [5], lo dividiras por 8. El cociente de
la division es el nimero de la tarjeta de la persona que tiene el pafiuelo y
el resto de la division es el numero de la tarjeta de la persona que tiene el
guante.

JUSTIFICACION

Designemos por p, qy rlos numeros de las tarjetas asignadas a las personas
que tienen el pafuelo, el guante y la moneda, respectivamente (recordemos
que p + g+ r=6).

Entonces, los calculos efectuados durante el proceso conducen a la
expresion:

60— (2p+9¢+10)
. (]

Como r= 6 - p - q, la expresion [*] se convierte en:

60— [2p+9g+10(6—p—g)] 60— (2p+9g+60—10p—10q)
8 - 8 -

En consecuencia, el procedimiento propuesto por Cortés es correcto.

7. El juego de la sortija



D.Sefor Maeltro, fi entre muchas perfonas una de ellas tomaf-
fe un afiillo, y (e lo puficfle en el dedo , como fabria yo quien lo
tomd, v en que mano,y en que dedo, y en que juntura o tiene.

M. Digo, que pueftas las perfonas en hilera,y comando que aya
una de chas :] anillo,dirds al que ha de refponder, que cuente l}:’u
I)crﬁ:nas que huviere delde la primera haIPI: la que ticac ¢l ani.
lo in dezir nada, v que doble aquel numero; y demos que lo tu-
vieile la (cxra perfun::, y ferian 12. y quele anada §. y ferian 17.
¥ eftz numero que lo muldplique por 5. y ferin 85. y 4 efte nu-
mero que le afada los dedos que huviere;contando del dedo pul-

gar de 12 mano derecha, hafta do eftuvicre ¢l anillo, y pongamos
que eftd en el index de la mano izquierda, que fon 7.dedos,y los
§5. ferdn 9. 2 eftos que afiada 10.y ferin 102. 2 efta otrafuma
que afiada un zero , y mas las junturas que huviere defde el cabo
del dedo hafta 12 junwra en que cfta puefto el dicho anillo, y ha.

gamos cuenta que efta en la tercera, y nltima juncura,y el nume-
ro vendrd Afer 1023.20ra w1 tomaras todo efte numero,y fecrera-
mente quitards de dicho numero eftos j so. y quedarin 6. 7.3. y
affi refponderis , que el anillo lo tiene la fexta perfona en cl fea
gundo dedo de la mano izquierda , que es el {epctimo, contando
como eftd dicho, del pulgar de la mano derecha , y en la ultima
juntura, que cn aqucrdcdn es la tercera. Y nota, que la centena
declara la perfona, y la dezena el dedo, y la unidad la juntara; y
afli el & quicre dezir la fexta perfona,y el 7. quiere dezir el fep-
timo dedg, conrando como tengo dicho; y el 3. quicre dezir qua
eltd en la tercera juncura.

ADAPTACION

Para adivinar quién tiene un anillo, en qué dedo y en qué falange, puedes
aplicar el procedimiento siguiente:

En primer lugar, debes asignar un niimero de orden a cada una de las
personas que participan en el juego (1, 2, 3...), un numero a cada dedo (1, 2...,
10) y un nimero a cada falange (1, 2, 3), tal como se detalla en la tabla
adjunta.



Falange Falange Falange

inferior media SUPETiol
Pulgar derecho (1) 1 A
Indice derecho (2) 1 2 3
Medio derecho (5) | 2 !
Anular derecho (4) 1 2 2
Meiiique derecho (5) 1 2 3
Pulgarzquierda (bH) 1 3
Indice 1zquierdo (7) 1 2 2
Medio izquierdo (3] 1 2 3
Anular izquierdo (9) 1 2 3
Menique izquierdo (1] | 2 &

Después de esta codificacion, invitaras a una de las personas participantes a
que realice en secreto los siguientes calculos:

[1]Multiplicar por 2 el nimero de orden de la persona que tiene el anillo.

[2]Sumar 5 al producto anterior.

[3]Multiplicar por 5 la suma precedente.

[4]Sumar al producto anterior el numero del dedo en el que esta el anillo.

[5]Aifiadir 10 a la suma anterior.

[6]Multiplicar por 10 la suma precedente.

[7]Sumar al producto anterior el nimero de la falange en la que esta el

anillo.

[8]Restar 350 de la suma precedente.

Llegados a este punto, el colaborador te debe facilitar el resultado obtenido

después de efectuar dichos calculos.




Después de esto, si el dedo en el que esta el anillo no es el mefique
izquierdo, obtendras un nimero de tres cifras no nulas tal que:

Las centenas indican el nimero de orden de la persona que tiene el anillo.
Las decenas sefialan el dedo en el que esta la sortija.
Las unidades indican la falange en la que esta el anillo.

Si el dedo en el que esta el anillo es el mefiique izquierdo, resultara un
numero de tres cifras (con un cero en las decenas) tal que:

La cifra de las centenas menos 1, indica el nimero de orden de la persona
que tiene el anillo.

La cifra de las decenas [= 0] aumentada en 10 sefiala el dedo en el que esta
la sortija.

La cifra de las unidades indica la falange en la que esta el anillo.

JUSTIFICACION

Sea a el numero de la persona que tiene la sortija, b el nimero del dedo en el
que esta el anillo y c el nimero de la falange en la que esta la sortija.

Entonces, el resultado al que se llega después de efectuar las operaciones
[1]-[8] es el siguiente:

[(2a+5)5+ b+ 10]10 + ¢—350= (10a+ b+ 35)10 + ¢— 350 =
=100a+ 106+ ¢

Notemos que si en la expresion 100a + 10b + c el valor de b es 10 (es decir:
el anillo esta en el mefiique de la mano izquierda) se tiene que:

100+ 106+ ¢=100a+ 100 + ¢=100(a+1) +0 + ¢

En esta situacion:



[.a cifra de las centenas [=a+1] menos 1 indica el niimero de orden de la
persona que tiene el anillo.

*La cifra de las decenas [=0] aumentada en 10 sefiala el dedo en el que esta
la sortija.

*La cifra de las unidades indica la falange en la que esta el anillo.

8. ¢Quién sirve la comida?

D. Ea cierto combite fe hallaron 15.cafados con fus mugeres,
de {uerte que entre todos eran 30.y {entados & la mefa.v no avié
do quicn firvice, dizen los maridos 4 fus mugeres que fe levan-
ten a fervirles, y que ellos defpues las fervirian, refpondieron las
mugeres, que por entonces , y en tal ocafion fueflen cllos los pri-
meros enfervir, pues cllas todo ¢l afio,y aun toda la vida eran las

imeras, y poftreras en fervirles , no les coptentd 4 los maridos
ral refpuefta de fus mugeres. Entonces replica una de cllas,dizien~

do que fe fentaflen todos cllos,y cllas,y que contando de uno haf-
ta ocho (comercando del caba de la mefa) al que viniere a parar
el ocho fuefle hombre,0 muger, que fe levantafle & fervir. Todos
fueron contentos de ¢fte concierto; y la byena muger que hizo el
concierto los fupo affentar deral manera , y fin ningune darfe
acato , que comengando acontar del primero que eltava al cabo
de la mefa, ¢l ocho fiempre vino a parar a los hombres, y affi por
Io concertado {& huyieron de levantar A fervir los maridos a fus
mugeres. Pregunto que orden ruvo la fobredicha muger en hazer
{encar los hombres, y las mugeres?



M. Digo que fabiendo , y teniendo en la memoria eftc vedo:
Mater Anna, fenferat merita Marie decore | {abra aflentar dichas
perfonas , notando que laa vale uno , lacdos, y laitres,ylao
quatro: Aora para affentar las (obredichas perfonas, y que el oche
venga 4 dar 4 los hombres,y no 2 las mugeres, comécards 4 alicn-
ear las mugeres, v defpues los homhres | no aflentando masde lo
que reprefenta la vocal , como en efta filaba Mater, que la a re~
prefenta una muger, y la e dos varones , y paffando adelantea la
etra filaba Anna, allentards una muger por laa primera, y un va-
ran por la poltrera , y affi per las demis vocales del verfo, advic.
tiendo, que la primera vocal es de la muger, v la fcgunda del va-
xon , y la tercera de la muger, y la quarta del varon , y afliuna
wez muger, y otra varon, hafta el cabb. Y porque mejor {c en-
zienda pondre abaxa ¢l excmplo, y practica. ? neta, que hore-
prefenta la moger, y la rayuela e varon, comencando a allentac

rimero |a mugers; y fi quifieres que el ocho venga dar, y parard

mnﬁcr:s, ntards en primer lugar al varon,o hazicndo cucan-

2 que la o reprefenca al waron , y a rayueladia muger, como
parece. Muger, oI o1 0010 11 0001 011100 11000011

COMENTARIO

El autor valenciano recurre a un verso latino y a un cédigo para ordenar a los
maridos y a las esposas de modo que sean los primeros los que sirvan a las
segundas.

VERSO:
Mater Anna senserat merita Marie decore
CODIGO:

A=1,E=2,1=3,0=4

Con esto, suprimiendo del verso las consonantes y asignando a las vocales
sus valores correspondientes, obtenemos la serie numérica:



12 11 221 231 132 242

Dicha sucesién admite la siguiente traduccion, en la que M = mujer y H =
hombre, que resuelve el problema:

MHHMHMMHHMHHMMMHMHHHMMHHMMMMHH
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Capitulo 9

Asi calculaban los
arquitectos del siglo XVII

El calculo integral es, sin duda, la herramienta definitiva a la hora de calcular
longitudes de curvas, areas de superficies y volimenes de sdlidos. Sin
embargo, a lo largo de los tiempos, los investigadores han ido elaborando
distintos procedimientos con los que, sin necesidad de las integrales, se
pueden calcular de forma aproximada longitudes, areas y volimenes.

)

[ 0o Poren

Portada del Breue tratado de todo genero de bobedas(...)



En este capitulo, a modo de ejemplo, presentamos un método para el
calculo aproximado del area de una béveda esquilada, contenido en el Breue
tratado de todo genero de bobedas asi regulares como yrregulares execucion
de obrarlas y medirlas con singularidad y modo moderno obseruando los
preceptos canteriles de los maestros de architectura. Por Juan de Torixal"
maestro architecto y aparexador de las obras reales (1661). Dicho
procedimiento, que incluye conceptos elementales de geometria sintética y
geometria descriptiva, resuelve de forma sencilla e inteligente un problema
que tratado desde una 6ptica formal necesita hacer uso de las integrales
dobles.

INTRODUCCION
1. Un teorema para empezar

Desde un punto P, exterior a una esfera, se pueden trazar a ésta infinitas
tangentes que generan una superficie conica circunscrita a la esfera. La
longitud de cualquier segmento de tangente comprendido entre el punto P y
el punto de contacto es constante [PQ = PR = PS].

Q

S

2. Interseccion de un cilindro recto y un plano no perpendicular a sus
generatrices

Sea un cilindro recto de radio r y un plano ir que lo corta oblicuamente. En
esta situacion, la interseccion del cilindro y el plano es una elipse.



En efecto:

En la figura adjunta el plano tz es tangente en los puntos F y F a dos esferas
de radio r, inscritas en el cilindro.



Sea P un punto cualquiera de la curva cerrada y plana en la que el plano zz
corta al cilindro recto.

El punto P pertenece a la generatriz del cilindro que pasa por los puntos Qy
R.

Entonces, en virtud del teorema anterior, se tiene que:
PF + PF" = QP + PR= QR
Sea S otro punto de la curva en la que tz corta al cilindro.

El punto S pertenece a la generatriz del cilindro que pasa por los puntos T y
U.

Entonces, en virtud del teorema anterior, resulta que:
SF+SF =TS+SU=TU

Dado que QR = TU, resulta que:
PF + PF" = SF + SF~

Por tanto, los puntos P y S pertenecen a una elipse.
En consecuencia:
La interseccion del cilindro y el plano ir es una elipse.

3. ;Qué es y como se genera una béveda esquifada?~21

Sea un semicilindro de radio a/2 y altura a que se apoya en un cuadrado
ABCD (véase el croquis adjunto) de lado a.



A B

Si se corta el semicilindro por un plano Ir que pase por BD y sea
perpendicular al plano que contiene al cuadrado ABCD, entonces la
interseccién de las dos superficies es una semielipse (véase el diagrama
adjunto).

A

Por otro lado, si se corta el semicilindro por un plano Ir' que pase por ACy
sea perpendicular al plano que contiene al cuadrado ABCD, entonces la



interseccién de las dos superficies es otra semielipse (véase el boceto
adjunto).

A

Después de esto, el semicilindro original queda dividido en cuatro partes,
dos de las cuales son triangulos mixtilineos como el AEW1.

Pues bien, si sobre cada lado del cuadrado ABCD se dispone un triangulo
mixtilineo congruente al AEB se obtiene una boveda esquifada [= boveda de
aljibe], tal como se detalla en el croquis siguiente.



Area de una béveda esquifada: el procedimiento de Juan de Torija

Formaras la mitad de su planta de 40. pies, como parece por E. F. G. H. y
leuantaras su montea, 6 perfil E. R. F.



W

-
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la qual se diuidira en partes iguales, como en la presente, que son 9. saca su
circunferencia por la regla que en el primer capitulo te he ensefiado, y
hallaras que tiene 62 6 de circunferencia el dicho semicirculo, y desde las
diuisiones baxaras plomos que toquen en su vasis, 0 diametro, y corten en los
angulos de su quadrado: y adonde cortaren, tiraras lineas paralelas a la dicha
vasis. Ansimismo tiraras las lineas que bueluen por los lados, y
consecutiuamente que disten igualmente, como parece por su planta, y perfil,
y hecho lo dicho formaras vn triangulo, que tenga vasis 40. pies, y por
perpendicular la mitad del semicirculo, que son treinta y vn pies y medio; la
diuidiras en otras tantas partes, como lo esta dicha mitad de circunferencia R.
F. con que vienen a ser dichas diuisiones quatro y media, que en este



exemplo tiene cada vna de dichas diuisiones f 7. pies, que juntas en vna,
suma las quatro diuisiones y media, hazen los treinta y vno y medio, por
todas las diuisiones de dicha perpendicular, se passariin lineas paralelas a la
vasis, tomando los largos de cada vna de por si, por las que estan formadas en
la planta, procedidas de las diuisiones de la montea E. F. G. H. L R. L. M. N.
O.

: . - Pues
" e 4-h

5 Lo 20 30

y sefialando en sus extremos, se tiraran de tres en tres puntos porciones, 6
lineas curbas E. G. 1. L.N.Con que quedara cerrado el dicho triangulo,
haziendo otro tanto al lado que le corresponde, con que quedaran hechas las
cinco figuras trapecias; las quales iras midiendo practicamente cada vna de
por si, y luego las juntaras en vna suma, que montara toda la arca de dicho
triangulo 7661y porque dicho triangulo es la quarta parte de la propuesta
Capilla, quatrodobla los 766 1 y hallaras que montan 3066 y tantos son los
pies que haze.



Y para mayor claridad, }, de la primera figura trapezia, tomando primero la
vasis, gq(ue) es de 40. en E. F. 5' luego ve a buscar con el compas la otra linea,
que se le sigue G. H. y por el pitipie hallaras que tiene 37. pies. luantalos en
vna suma con los 40. 5' valdran 77. toma la mitad, que son 382, multiplicalos
por 7. que tiene de ancho vna de las quatro trapezias, y montara 2692 y tanto
diras que tiene la superficie de la primera figura, y conforme a esta orden iras
midiendo las demas figuras que restan del dicho triangulo: Yla segunda
trapezia hallaras que tiene 231. pies superficiales: y la tercera tiene 168. pies
superficiales, y la quarta trapezia tiene 872 y el triangulo de la media diuision
tiene 102 con que sumaras las cinco partidas en vna y hallaras que montan
7662 que son los mismos que arriba te referi, con que se prueua, que dicha
Bobeda tiene 3066. pies quadrados superficiales en su arca concaua, como
parece por su planta, y perfil en la demonstracion presente.

COMENTARIO

El procedimiento descrito en las lineas precedentes tiene como objetivo
calcular el area aproximada de una de las cuatro caras [= triangulo mixtilineo
= superficie alabeada] de una béveda esquilada, transformandola en una
superficie plana compuesta por varios trapecios isosceles y un triangulo
isosceles.

Para ello, Torija divide la altura de dicha cara [= cuarta parte de una
circunferencia] en cuatro partes iguales y media mas, y por los cuatro puntos
de division traza sendas rectas paralelas a la base del triangulo que, al cortar a
los lados curvilineos del triangulo, determinan segmentos rectilineos
paralelos.

Después, estirando la altura y uniendo los extremos de los segmentos
paralelos mediante segmentos rectilineos (véase la figura adjunta) la cara de
la boveda de aljibe se convierte en una superficie plana formada por cuatro
trapecios isosceles y un triangulo isosceles.
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Entonces, la suma de las areas de dichos poligonos es una aproximacion
por defecto de la cuarta parte del area de la boveda.

Pero, ¢cuales son las dimensiones (bases y alturas) de los antedichos
poligonos?

Resulta obvio que la altura de cada trapecio es igual a % - h,

siendo h la longitud de la altura de una cara de la boveda. Por

otro lado, la altura del triangulo es % . %1 = %

El problema se presenta cuando se desea calcular la longitud de las bases
de cada poligono. Torija resuelve esta cuestion mediante un dibujo 2D que le
permite determinar la verdadera magnitud de cada uno de dichos segmentos
rectilineos. Dado que el parrafo en el que el arquitecto describe el proceso es
ambiguo [(...) y desde las diuisiones baxaras plomos que toquen en su oasis, 6
diametro, y corten en los angulos de su quadrado: y adonde cortaren, tiraras
lineas paralelas a la dicha oasis (...)], nos apoyaremos en el dibujo siguiente
para explicarlo.



Sea P un punto cualquiera de la altura MG del triangulo mixti lineo EFG [=
cara de una boveda esquifada] y P1P2 el segmento rectilineo que contiene a P
y es paralelo a EF.

Sea O el centro de la planta cuadrada de la boveda y P' la proyeccion
ortogonal de P sobre OM [M = punto medio de EF].

Entonces, si P1'y P2' son, respectivamente, las proyecciones de p, y P2
sobre OE y OF [semidiagonales de la planta cuadrada de la bovedal, resulta
que PIP2 = P1P2.

Con esto, pasemos a la consideracion del diagrama siguiente (similar al que
utiliza Torija) en el que se representa la mitad de la planta de la boveda [=
EMNQ)], la altura [=EJ=JQ] y los lados curvilineos [= KQ] de cada una de
sus caras.



.....

M 0 N

Sea P un punto cualquiera de la altura MG. Entonces, P' es la proyeccion
ortogonal de P sobre OM (véase el diagrama adjunto).

Por otro lado, P es la proyeccion ortogonal de PI sobre OE y la longitud de
PI' R coincide con la del segmento rectilineo P1P2 trazado por P
paralelamente a EF.



M

En consecuencia, a partir de la construccion anterior y teniendo en cuenta
que EQ = 40, se pueden determinar las longitudes de las bases de los
poligonos mediante la aplicacién de la regla de tres.

REVISION DEL PROCEDIMIENTO

Haciendo uso de la trigonometria y siguiendo los pasos del procedimiento de
Torija vamos a calcular, con mas precision, el area de la boveda de aljibe
representada en la figura siguiente [AB = 40 pies].



1. En primer lugar se divide la altura ME del triangulo mixtilineo ABE en
cuatro partes iguales y media mas.

M O

Dado que ME = lit 40M=2it420=10it = 31,415927..., entonces:

MP=PQ=QR=RS= 4ME = 6,9813... ySE= 3,4906... 4'

2. Acto seguido, por los puntos de division [P, Q, Ry S] se trazan paralelas
a la base AB con lo que se materializan cuatro trapecios mixtilineos y un
triangulo mixtilineo (véase el diagrama adjunto).



R
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En la figura anterior se tiene que:

ZPOM = 20°
ZQOM = 40°
ZROM = 60°
ZSOM = 80°

Por tanto, si P', ¢, R' y S son las proyecciones ortogonales de P, Q, Ry S
sobre OM, se verifica que:

OP” = OP cos 20° = 20 - cos 20°
0Q'=0Q cos 40° = 20 - cos 40°
OR” = OR cos 60° = 20 - cos 60°
OS” = OS cos 80° =20 - cos 80°

Ademas, dado que LAOM = 45°, si PI', QI', RI' y S,' son las proyecciones
ortogonales de P1, Q1, R1 y S1 sobre OA resulta que (véase el diagrama



siguiente):
PP, =P"P~= OP" =20 - cos 20°

QQ,=QQ, =0Q =20 - cos 40°
RR, =RR,"=OR" =20 - cos 60°
SS,=8°S,"= 08" =20 - cos 80°

AN
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Por tanto:

PP, ,=2-PP =2-20-cos20°=40 - cos 20° = 37, 5877...
Q,Q,=2-QQ, =220 - cos 40° =40 - cos 40° = 30,6417...
RR,=2-RR =2-20- cos 60°=40 - cos 60° = 20
SS,=2-SS, =2-20- cos80° =40 - cos 80° = 6,9459. .5

3. Por ultimo, se calculan las areas de los poligonos mixtilineos como si
fuesen rectilineos y se suman los resultados obtenidos. De este modo se
consigue una aproximacion por defecto de la cuarta parte del area que se
desea calcular.

Area trapecio ABP2P1 =



AB +P P MP 40 + 37,5877

AR : .6,9813 = 270,8315...

Area trapecio P1P9QQ1 =

LSLF +2Q1Q2 po - S75877 ; 306417 s 4815 - 238.164...
Area trapecio Q1Q2R2R1 =

Q'IQZ ;- R1R2 - QR = 30,64127 + 20 - 6,9813 = 176,7724...
Area trapecio RIR2S2S1 =

R1R22+ SIS2 - RS = 20 + %9459 - 6,9813 =94,0587...

Area tridngulo S1S9E =

S;S,-SE  6,9459 - 3,4906

=12,1226...1°!
5 5 2,122

Por tanto:
Area tridngulo mixtilineo ABE ~ 791,9492...
5 Los valores de Torija son:
P1P2 =37,Q1Q =29, R1R2 =19y S1S2 =6
6 Los valores de Torija son:

Area trapecio ABP2P1 = 269,5 Area trapecio P1P2Q2Q1 = 231 trapecio
Q1Q2R2R1 = 168 Area trapecio R1R252S1 = 87,5 AreaArea triangulo
S1S2E =10,5

En consecuencia, el valor aproximado del area de la béveda esquifada



viene dado por:

Area béveda esquifada =

= 4 « Area tridngulo mixtilineo ABE = 3167,7968... [7]

EL CALCULO INTEGRAL Y EL AREA DE LA BOVEDA ESQUIFADA

En la figura siguiente hemos representado la octava parte de una béveda
esquifada, referida a un sistema ortogonal de referencia. Dicha porcién de
boveda se apoya sobre una superficie cilindrica de ecuacion x2 + z2 = X2 [=>
z = x2] - x2 y determina en el plano OXY un recinto triangular R de vértices
O, MyB.

B\
\ v

En esta situacion, el area [= A] de la octava parte de boveda viene dada
por:



A= H\jn( 2, ( 2 axcy = [ 1 + 7 dcy = m/ _ dxdy =

i
- [ fay = 22 = ax -
Y- xody=0 =2 dx=—7\,,([ = dx = A

Por tanto, el area de la boveda esquifada es 8X2 [= 2(42,2) _ 2(2U)2 =
doble del area del cuadrado en que se apoya la boveda].

En el caso estudiado por Juan de Torija X = 20, por tanto:

Area de la béveda esquifada = 8 « 202 = 3200

Comparando este resultado con el obtenido por Torija [= 3066] y el
conseguido via trigonometria [= 3167,7968...] se observa que, en el primer
caso, el error es del 4% y en el segundo del 1%. Obviamente dichos errores
se reducirian aumentando el numero de divisiones practicadas en el cuadrante
ME.

A MODO DE CONCLUSION

En las lineas precedentes hemos ofrecido tres soluciones distintas a un mismo
problema: el calculo del area de una superficie alabeada. Dos de ellas son
aproximadas y la otra exacta. Las dos primeras se apoyan en conocimientos
elementales de geometria sintética y geometria descriptiva, y la tercera utiliza
el calculo integral.

Desde una perspectiva didactica, resultaria saludable incluir en nuestros
programas elementales de ensefianza aquellas soluciones a problemas de
Matematicas Superiores que solo utilizan conceptos matematicos basicos. De
este modo, los alumnos y alumnas de Educacion Secundaria (16-18 afios)
podrian tomar contacto con algunos problemas a los que, dentro de unos
afios, deberan enfrentarse desde una optica mas formalizada.
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Capitulo 10

Paradojas matematicas

Segun el diccionario de la Real Academia Espafiola, paradoja es una
«asercion inverosimil o absurda, que se presenta con apariencias de
verdadera».

En el campo de las matematicas, se suelen llamar paradojas a ciertos
resultados notoriamente falsos que parecen deducirse de demostraciones
rigurosas, pero durante las cuales se ha efectuado una operacion que no tiene
sentido, o un razonamiento erréneo, 0 una construccion geométrica cuyo
trazado no es correcto.

Dado el interés didactico y formativo de las paradojas, presentamos algunas
de ellas.

1. De como 4 es igual a 5

Iniciamos la demostracion con la siguiente identidad:
-20=-20
La igualdad anterior también se puede escribir asi:
16 -36=25-45=
42— (4%x9)=52-(5x9) =
42—(2x4xg):52—(2x5x2)=>

2 2

o-feran Y (4 5o (4 -



¢Ddnde estd el errorP'l

2. De como cualquier numero es igual a su doble
xX=y=
X=Xy =
F—P=xy— =
(x+9) (x=y) = y(x~y) =
Xty=Yy

Sustituyendo y por x en la ultima igualdad resulta:

2x=x
¢Donde esta el error?
3. Logaritmos y desigualdades
3>2=
3. log( ) >2 - log(%) =

g (3) > og(3) =

o) ()

11

8

¢Donde esta el error?



4. Otra paradoja logaritmica
(-1)2=1* =
log(-1)* = log(1)* =
2 - log(-1) =2 - log(1) =
log(—1) = log(1) =
-1=1

¢Donde esta el error?

5. Una paradoja integral

1= Isenx cosx dx =

I =[senx (cosx dx) = [senx d(senx) =

2
_ sen” x [1]

2

1= Isenx cosx dx =

I= ,[ cosx (senx dx) = —,[ cosx (—senx dx)=

cos® x

= —Jcosx d(cosx) = — 5 [2]

A partir de las igualdades [1] y [2] resulta que:

sen? x cos® x

5 = 5 = sen’ x=—cos®x= sen’ x+ cos° x=0

Ahora bien, sabemos que sen2 x + cos' x = 1.

¢Donde esta el error?

6. ¢Magia o geometria?




La figura anterior representa una cartulina rectangular en la que se han
dibujado nueve varillas verticales de la misma longitud y equidistantes.

Si se corta dicha cartulina por una de sus diagonales (de trazo discontinuo
en el diagrama precedente) y se desplaza de forma conveniente el triangulo
superior sobre el inferior, se llega a una disposicion como la de la figura
siguiente en la que ha desaparecido una varilla.



o

¢Qué varilla ha desaparecido?

:Donde esta?

7. Paradoja geométrica (64 = 65)

Edouard Lucas (1842-1891), en sus Récreations Mathématiques, propuso la
siguiente paradoja:

Fig. 82.
S
! T Fig. 83.

:
] 855 # B
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Consideremos un cuadrado de 64 casillas (fig. 82). Dividamoslo en dos
rectangulos cuyas alturas sean iguales a la altura del cuadrado y cuyas
bases tengan 3 y 5 unidades. Dividamos el rectangulo pequefio en dos
partes por una diagonal, y el rectangulo grande en dos trapecios iguales.
De este modo el cuadrado queda dividido en cuatro piezas con las que se
puede obtener la figura 83. Esta figura contiene 65 casillas mientras que
la anterior solo contiene 64. Por tanto, 64 = 65.

¢Cbémo se explica esto?

8. Diagonal escalonada (2=-~-2-)

A B

D &

La figura anterior representa un cuadrado ABCD, de lado 1, y la diagonal
BD. En esta situacion, la longitud de BD es.

En los tres diagramas siguientes los extremos B y D de la diagonal BD se
conectan mediante lineas quebradas (= «escaleras») compuestas por dos
segmentos rectilineos iguales, cuatro segmentos rectilineos iguales y ocho
segmentos rectilineos iguales, respectivamente.



D C
A B
D C
A B
D C

Del mismo modo se podrian construir escaleras compuestas por 16, 32...,
2" segmentos rectilineos iguales.

Advirtamos que, en cada paso, las longitudes de los segmentos



constituyentes se reducen a la mitad y su ndmero se duplica. Por otro lado,
las escaleras se aproximan cada vez mas a la diagonal.

Habiendo llegado a este punto, parece razonable admitir que cuando el
numero de segmentos sea muy grande [= tienda a infinito] la escalera
correspondiente coincidira con la diagonal. Dicho en otras palabras: 2 =<_2.

:Donde esta el error?

9. Zeno6n, Aquiles y la tortuga

Durante la primera mitad del siglo V a. C. aparecio en Elea, ciudad situada en
el sur de Italia, una escuela filoséfica«. Parménides fue su fundador y Zenon
(ca. 490 a. C.-ca. 425 a. C.) una de sus figuras mas representativas.

Zenon de Elea

Ninguna de las obras de Zenén ha llegado hasta nosotros. Lo que
conocemos de su doctrina es material de segunda mano, transmitido



principalmente por Aristoteles (384 a. C.-322 a. C.).

La figura de Zeno6n de Elea ocupa un lugar importante en la historia de la
ciencia debido a sus famosas paradojas. En palabras del historiador José
Babini, las paradojas de Zen6n fueron criticas dirigidas a demostrar lo
absurdo de las concepciones pitagoricas que hacian de los cuerpos suma de
puntos, del tiempo suma de instantes, y del movimiento suma de pasajes de
un punto a otro.

Entre las paradojas de Zenon, la mas popular es la de Aquiles y la tortuga.
Aquiles, el de los pies ligeros, nunca podra dar alcance a una lenta tortuga,
aunque la velocidad de aquel sea muy superior a la del simpatico quelonio.
Cuando Aquiles llegue al punto desde el que partio la tortuga, ésta habra
avanzado una determinada distancia. Después, Aquiles debera cubrir dicha
distancia; mientras tanto, la tortuga habra tomado ventaja sobre él. Es claro
que este proceso puede repetirse ad infinitum, con lo que el rapido corredor
nunca alcanzara al animal.

Para explicar esta paradoja es preciso recurrir al concepto de limite de una
sucesion de numeros reales. De este modo se puede comprender que la suma
de infinitos tramos cuyas longitudes tienden a cero no es infinita, y que el
tiempo necesario para recorrerlos tampoco es infinito.




La paradoja de Aquiles y la tortuga (Dibujos de fosé A.Canteras. Viaje
grafico por el mundo de las Matematicas II)

Sin pérdida de generalidad supongamos que la ventaja inicial de la tortuga
sobre Aquiles es D y que la velocidad de éste es doble de la de aquella.

En esta situacion, los espacios recorridos por Aquiles y la tortuga en las
sucesivas etapas de la persecucion se detallan en la siguiente tabla:

1° 2° 3° 4° ... | Enésima
etapa etapa etapa etapa etapa
Aquiles D D/2 D/4 D/8 ... | D/2!
Tortuga | D/2 D/4 D/8 D/16 | ... D/2"

Entonces, el espacio total recorrido por Aquiles viene dado por:

pD+2 ;D %

ot *

+ ...



Por otro lado, la distancia cubierta por la tortuga es:

D D,D,D
§+Z+§+E+'”

Teniendo en cuenta que la suma Se,, de los infinitos términos de una

progresion geométrica cuyo primer término es al y cuya razéon esr [r < 1] es
igual a:

n-1
al al r a

S, =lim_ —7— ‘

l1-r >

resulta que los espacios sAyst, recorridos por Aquiles y la tortuga, son:

D
sAz1 LZQD
-2

D
2

S:

t

=D
1—

no|—

Llegados a este punto, resulta claro que si t es el tiempo en que Aquiles
recorre la distancia D, entonces el tiempo en que Aquiles alcanza a la tortuga
es 2t.

SOLUCIONES
DE COMO 4 ES IGUALA 5

El paso incorrecto es:

(oY~ 3-5-3

dado que, en general, de x2 = y2 se deduce que x=yox=-y.

DE COMO CUALQUIER NUMERO ES IGUAL A SU DOBLE



El paso incorrecto es:
(x+y)(x-y) =y(x-y) =x+y=y
dado que, en general, de a x 0 = b x 0 no se deduce que a = b.

LOGARITMOS Y DESIGUALDADES

Se sabe que si se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un
numero negativo, la desigualdad cambia de sentido. 1,1

Entonces, como log(%) <0, el paso incorrecto es:

3>2=3- log(%)> 2 - log(%)

OTRA PARADOJA LOGARITMICA

Dado que la funcion logaritmo sélo esta definida en el intervalo (0,+00), el
error se comete al escribir la igualdad:

2 - log(-1) =2 - log(1)
UNA PARADOJA INTEGRAL
El error esta en no tener en cuenta las constantes de integracion.

En efecto:

2
I = [senx cosx dx = [senx (cosx dx) = [senx d(senx) = % + G [1]

I = [senx cosx dx = [ cosx (senx dx) = Jcosx (—senx dx)=

= —Jcosx d( cosx) = —COTM +C, [2]

A partir de las igualdades [1] y [2] resulta que:



sen? x cos® x sen®> x . cos® X
T+Cl=_ 5 +C, = 5 T 9 =G -(C =

sen’ x + cos* x=2(C, - C))

Como sen2 x + cose x = 1, se debe cumplir que:

2G-C)=1=G-CG=5=G=C+g
:MAGIA O GEOMETRIA?
Aol hoe Bl
3x
. 4x
JX
. 6x P
X
8x e
-~
7~
f..f'
= 3x »
¥ .
2X
.l"f X
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En el diagrama anterior los triangulos rectangulos ABD y CDB son iguales.

Ademas, teniendo en cuenta nociones basicas de semejanza de triangulos,
resulta que:

(i)Las longitudes de las porciones de las varillas situadas por encima de la
diagonal BD son (contando de derecha a izquierda) x, 2x, 3x, 4x, 5X, 6X,
7%, 8X.



(i)Las longitudes de las porciones de las varillas situadas por debajo de la
diagonal BD son (contando de izquierda a derecha) x, 2x, 3x, 4x, 5X, 6X,
7X, 8X.

(iii)El segmento rectilineo BD queda dividido por las varillas en ocho
partes de la misma longitud.

En consecuencia, al desplazar el triangulo superior de la cartulina sobre el
inferior (véase la figura siguiente), las ocho varillas que aparecen tienen una
longitud igual a 9x [= un octavo mas de la longitud de cada una de las nueve
varillas originales].

P

P

En otras palabras:

La suma de las longitudes de las nueve varillas originales es 9 8x = 72x.
La suma de las longitudes de las ocho nuevas varillas es 8 * 9x = 72x.

Por tanto, la suma de las longitudes de las varillas se mantiene constante.



Por consiguiente, no ha desaparecido ninguna varilla.
PARADOJA GEOMETRICA (64 = 65)

En palabras de E.Lucas:

La explicacién de esta paradoja es facil. Hemos supuesto que los
lados de las piezas que se colocan a lo largo de la diagonal del
rectangulo coinciden con ella; pero esto no es asi, dado que
dejan entre ellas un espacio vacio equivalente a una casilla. La
ilusion producida resulta de la pequena diferencia que existe
entre la inclinacién de la diagonal del rectangulo de lados 5y 13

y la inclinacién de la diagonal del rectangulo de lados 3 y 8. En

5 3

efecto, estas dos inclinaciones son, respectivamente, 13V §> cuya

. . 5 3 1
diferencia €138 =104

Los numeros 5, 8, 13 pertenecen a la sucesion:

0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89...

que se obtiene sumando sucesivamente dos términos consecutivos.
Esta sucesion fue utilizada por primera vez por Leonardo Fibonacci, de
Pisa, matematico del siglo XIII.

En ella, el cuadrado de un término cualquiera disminuido en el
producto de los términos que lo comprenden es igual alternativamente a
lya-1.

Dado que:

8§-5-13=-1
212-13-34=-1
552 -34 -89 =-1



se podra reemplazar el cuadrado de 8 unidades de lado por los
cuadrados de 21 y 55 unidades de lado y se obtendran figuras paraddjicas
de mayor aproximacion.

Comentario

En el diagrama adjunto puede apreciarse el hueco que dejan las cuatro piezas
al acoplarse para formar el rectangulo 5 x 13.

Resulta obvio que el area del hueco es igual a:
65 - 64 = (area del rectangulo 5 x 13) - (area del cuadrado 8 x 8) = 1

Con esto se explica la desaparicion de una casilla.

—

DIAGONAL ESCALONADA (2=T)

La longitud de cualquier escalera, independientemente del nimero de
segmentos rectilineos que la compongan, es igual a 2.

Teniendo en cuenta este hecho, el error cometido proviene de admitir que,
cuando la sucesion de escaleras se aproxima a la diagonal [en otras palabras:
cuando la forma de las escaleras se parece cada vez mas a un segmento
rectilineo], la longitud de las escaleras varia.
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Capitulo 11

Dividir con criterio

Cuando la divisién a: b de dos nimeros naturales es exacta [a = bec] se dice
que a es multiplo de b, que b es divisor de a o que a es divisible por b.

Asi, por ejemplo, 24 es multiplo de 6, 6 es divisor de 24 y 24 es divisible
por 6.

Las reglas que permiten reconocer si un nimero es divisible por otro, sin
necesidad de efectuar la division, se llaman criterios de divisibilidad.

En los siguientes paragrafos deduciremos los criterios de divisibilidad
relativos a los numeros 2, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, 10 y 11, utilizando la propiedad
fundamental del sistema de numeracion decimal.

PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL SISTEMA DECIMAL

Cualquier nimero natural se puede escribir en la forma:

a,+a -10+a,-10°+a,-10°+... +a_ - 10"

0
donde a0, al, a2, a3,..., a,, son numeros naturales de una cifra.
Por ejemplo:

7324 ="7-10%+ 3-102+ 2-10 + 4

1. Divisibilidad por 2

Sin pérdida de generalidad consideremos el nimero natural abcd de cuatro
cifras.

Sabemos que:



abcd=a-10°+b6-10*+¢-10+d
Ademas:
abcd=a-10*+b-10°+¢- 10+ d=a(500-2) +b6(50-2) +¢(5-2) +d=
abcd=2(500a) +2(500) + 2(5¢) + d=2(500a+ 506+ 5) + d =
abed = (maltiplo de2) + d

Es decir:

El numero abcd es igual a un multiplo de 2 mas la cifra de sus unidades.
En general:

Cualquier nimero natural se puede expresar como la suma de un multiplo
de 2 y la cifra de sus unidades.

De aqui se deduce facilmente que:

Un nimero natural es multiplo de 2 [= divisible por 2] cuando la cifra de
sus unidades es 0 0 un numero par.

2. Divisibilidad por 3

1000000...... 3
10 333......
10
10

A partir de la division anterior, resulta claro que:



10=3-3+1
102=33-3+1
10°=333 -3 +1
10*=3333 -3 +1

ooooooooooooooooo

Sea abcde un numero natural de cinco cifras.
Entonces:
abede=a-10*+0-103+¢-10°+d- 10+ e=
=a(3333-3+1)+06(333-3+1)+¢c(33-3+1)+d(3-3+1) +e=
=3(3333a) + a+3(3330) + b+ 3(33¢) + ¢+ 3(3d) + d+ ¢=
=3(3333a+ 3330+ 33¢c+3d) +a+b+c+d+e=
= (maltiplode3) + a+ b+ c+d+e
Es decir:

El nimero natural abcde es igual a un multiplo de 3 mas la suma de sus
cifras.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 3 mas la suma de sus
cifras.

De aqui resulta que:

Un nimero natural es multiplo de 3 [= es divisible por 3] cuando la suma
de sus cifras es un multiplo de 3 [= es divisible por 3].

3. Divisibilidad por 4



Razonando como en el caso anterior, consideremos la siguiente division:

1000000...... 4
20 2500......
00

Si abcd es un nimero natural de cuatro cifras, resulta que:
abcd=a-102+b-102+¢-10+d=a(250-4) +b(25-4) +c(2-4+2) +d
=4(250a) + 4(25b) + 4(2¢) + 2¢+ d=4(250a + 25b+ 2¢) + 2¢c+ d =
= (maltiplo de4) + 2¢+ d

Es decir:

El nimero natural abcd es igual a un multiplo de 4 mas el doble de la cifra
de sus decenas, mas la cifra de sus unidades.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 4 mas el doble de la
cifra de sus decenas, mas la cifra de sus unidades.

De aqui resulta que:

Un numero natural es multiplo de 4 [= es divisible por 4] cuando el doble
de la cifra de sus decenas, mas la cifra de sus unidades es un multiplo de
4 [= es divisible por 4].

4. Divisibilidad por 5

Sea abcde un niumero natural de cinco cifras.



abcde=a-10*+b-10*+¢-10°+d- 10+ e=
= a(2000 - 5) + 5(200 - 5) + ¢(20 - 5) + d(2 - b) + e=
=5(2000a + 2000 + 20c + d) + e= (multiplo de5) + e

Es decir:

El nimero natural abcde es igual a un multiplo de 5 mas la cifra de sus
unidades.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 5 mas la cifra de sus
unidades.

De aqui resulta que:

Un namero natural es multiplo de 5 [= es divisible por 5] cuando la cifra
de sus unidades es 0 o 5.

5. Divisibilidad por 6

1000000......16
40 1666......
40
40

Teniendo en cuenta el desarrollo de la division anterior resulta claro que:



10=1-6+4
102=16-6+4
10*=166 - 6 + 4
10* = 1666 - 6 + 4

ooooooooooooooooo

Sea abcde un numero natural de cinco cifras.
Entonces:
abcde=a-10*+b-10°+¢-10°+d- 10+ e=
= a(1666-6+4) + bH(166-6+4) + c(16-6+4)+d(1-6+4) +e=
=6(1666a) + 4a+ 6(166b) + 4b+ 6(16¢) + 4c+6d+4d+ e=
=6(1666a+ 166b+ 16¢c+ d) + 4(a+ b+ c+ d) + e=
(maltiplo de6) +4(a+b+c+ d) +e
Es decir:

El nimero natural abcde es igual a un multiplo de 6 mas la cifra de sus
unidades, mas el cuadruplo de la suma de todas sus demas cifras.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 6 mas la cifra de sus
unidades, mas el cuddruplo de la suma de todas sus demas cifras.

De aqui resulta que:

Un namero natural es multiplo de 6 [= es divisible por 6] cuando la cifra
de sus unidades, mas el cuadruplo de la suma de todas sus demas cifras
es multiplo de 6 [= es divisible por 61.

6. Divisibilidad por 7



Las divisiones siguientes muestran los restos obtenidos al dividir por 7 las
sucesivas potencias de diez. Algunos de ellos son negativos y se obtienen
aumentando en una unidad el cociente entero.

ol7___ 007 100017
31 30 14 30 143
2 20
-1
100007 1000007 10000007
30 1429 30 14286 30 142857
20 20 20
60 60 60
-3 40 40
-2 50
1

Resulta claro que, a partir de aqui, se repiten los restos de las sucesivas
divisiones.

Con esto, se tiene que~"":

10=7+3
102=17 +2
103=7 -1
10t="7 -3
104= 7 -2
109= 17 +1

Sea abcdefgun niimero natural de siete cifras.

Entonces:



abcdefg=a - 10°+5-10°+¢-10*+d-10°+¢- 102+ f- 10 + g=
=a(T+1) +b(7=2) +c(7=38) +d(7T-1) +e(7+2) +f(7T+3) +g=
=7-a+7-b+7-c+7-d+7-e+7T-f+a-2b-3c—d+2e+3f+g=
=7+a-(2b+3c+d) + (2e+3f+ 9

Procediendo de forma similar con un ndmero natural abcdefghi de nueve
cifras, obtendriamos:

abedefgi="T+ (2a+ 3b+ ¢) — (2d + 3e+ f) + (2g+ 3h + i)

A partir de los dos resultados anteriores, descomponiendo los niimeros
considerados en periodos de tres cifras (empezando por la derecha),
afirmamos que: Todo numero natural es igual a un multiplo de 7 aumentado
en la suma de los productos de las unidades, decenas y centenas de los
periodos de tres cifras de lugar impar, a partir de la derecha, por 1, por 3 y
por 2, respectivamente, y disminuidos en la suma de los productos por los
mismos numeros de las unidades, decenas y centenas de los periodos de lugar
par.

Con esto:

Un nimero naturales multiplo de 7 [= divisible por 7] cuando la
diferencia entre la suma de los productos de las unidades, decenas y
centenas de los periodos de tres cifras de lugar impar, a partir de la
derecha, multiplicados por 1, por 3 y por 2, respectivamente, y la suma
de los productos de las unidades, decenas y centenas de los periodos de
lugar par por los mismos nimeros, sea multiplo de 7 [= divisible por 7].

7. Divisibilidad por 8



1000000...... 8
20 1250......
40
00

Atendiendo al desarrollo de la division anterior, resulta que:

10=1-8+2
102=12-8+4
103=125 -8
10*=1250 - 8

Sea abcde un niumero natural de cinco cifras.

Entonces [21:

abcde=a-10*+b-10°+¢-10°+d- 10+ e=
=a(1250 - 8) + 6(125 - 8) + ¢(12-8+4) + d(1 - 8+ 2) + ¢=
= 8(1250a) + 8(125bd) + 8(12¢) + 4c+ 8d+2d+ e=
=8(1250a+ 1256+ 12¢+ d) + 4c+ 2d+ e=8 +4¢c+2d+ ¢
Es decir:

El nimero natural abcde es igual a un multiplo de 8 mas la cifra de sus
unidades, mas el doble de sus decenas, mas el cuadruplo de sus centenas.

En general:

Cualquier numero natural es igual a un multiplo de 8 mas la cifra de sus
unidades, mas el doble de sus decenas, mas el cuadruplo de sus centenas.



De aqui resulta que:

Un nimero natural es multiplo de 8 [= es divisible por 8] cuando la cifra
de sus unidades, mas el doble de sus decenas, mas el cuadruplo de sus
centenas es multiplo de 8 [= es divisible por 8].

8. Divisibilidad por 9

1000000......19
10 1111......
10
10

A partir de la division precedente se tiene que:

10=1-9+1
102=11-9+1
10°=111-9+1

10*=1111-9+1

-----------

Sea abcde un numero natural de cinco cifras.

Entonces:

abcde=a-10*+b-10>+¢- 102+ d-10 +e=
=a(1111-94+1) +b6(111 -9+ 1) +¢(11-94+1)+d(1-9+1) +e=
=9(1111a) + a+9(1116) + b+9(11¢) + ¢+ 9d+ d+ e=

=9(1111a+ 1110+ 1lc+d) +a+b+c+d+e=9+a+b+c+d+e



Es decir:

El nimero natural abcde es igual aun multiplo de 9 mas la suma de sus
cifras.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 9 mas la suma de sus
cifras.

Por tanto:

Un nimero natural es multiplo de 9 [= es divisible por 9] cuando la suma
de sus cifras es un multiplo de 9 [= es divisible por 9].

9. Divisibilidad por 10
Sea abcdefun nuimero natural de seis cifras.
Entonces:
abedef=a-10°+b-10*+¢-10°+ d-10*+e- 10 + f=
=10(a-10*+b-10°+¢- 102+ d-10+¢) + f=10 + f
Es decir:

El numero natural abcdef es igual a un multiplo de 10 mas la cifra de sus
unidades.

En general:

Cualquier numero natural es igual a un multiplo de 10 mas la cifra de sus
unidades.

Por tanto:



Un numero natural es multiplo de 10 [= es divisible por 10] cuando la

cifra de sus unidades es cero.

10. Divisibilidad por 11

o1 1o011____ 100011___ 10000011 ___
11 019 010 91 0100 909
-1 01

A la vista de los resultados obtenidos en las divisiones precedentes resulta

claro que:

10=1-11-1
102=9-11+1
103=91-11-1

10*=909 - 11 +1

107-1=11-1
102 =11+ 1

Sea abcdef un namero natural de seis cifras.

Entonces:

abcdef=a-10°+b6-10*+¢-10°+d- 102+ ¢- 10 + f=
=a(11-1) +b(11+1) + (11 =1) + d(11 + 1) + (11 1) + f=
=a-11-a+b-11+b+c-11-c+d-11+d+e- 11 —e+ f=
=a-11+b-11+¢-11+d-11+e-11-a+b-c+d—e+f=
=11-a+b-c+d—e+f=11+(b+d+f)—(a+c+e)

Es decir:



El ndimero natural abcdefes igual a un multiplo de 11 aumentado en la
suma de sus cifras de lugar impar (a partir de la derecha) y disminuido en la
suma de sus cifras de lugar par.

En general:

Cualquier nimero natural es igual a un multiplo de 11 aumentado en la
suma de sus cifras de lugar impar (a partir de la derecha) y disminuido en la
suma de sus cifras de lugar par.

Por tanto:

Un numero natural es multiplo de 11 [= es divisible por 11] cuando la
suma de las cifras de lugar impar menos la suma de las cifras de lugar par
es multiplo de 11 [= es divisible por 11].
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Capitulo 12

Antologia de problemas
matematicos y estrategias
de resolucion

A lo largo de la historia de la humanidad, las estrategias para llegar a la
solucion de determinados problemas matematicos han sufrido cambios
significativos.

Convencidos de que el conocimiento de dichas variaciones puede ayudar
tanto a los profesores como a los alumnos, ofrecemos un catalogo de
problemas y procedimientos (muchos de ellos olvidados) contenidos en
viejos libros.

1. El «método de inversion»

Para resolver determinados problemas elementales, los matematicos arabes,
indios y, posteriormente, los autores occidentales, utilizaron el «método de
inversion», que Aryabhata (476 d. C.) describia asi:

La multiplicacion se convierte en division; la divisién en multiplicacion;
lo que era beneficio se convierte en pérdida; lo que era pérdida se
convierte en ganancia; inversion.

Para comprender la aplicacion del «método de inversion» presentamos dos
problemas contenidos en la Pratica mercantiuol (1521) del mallorquin Joan
Ventallol.



WRetglaaé.
@ Zrobabun nombze que moluplicat p. 5,e pertit per,9 na vinga
I:S7es Al moltplica.g.per.1L.fa.99.PLetr Perss.ne ve.Is. 7 etant

cslonombequedemanam
Retgla.az,

@ Zroba bun nombie que quant ty nauras pies’ yde aquel due
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#dM.30.t0ma moltiplicar.30.per.s.famiso.tomna moltiplis 150, p

s.eferan. 750.yaqueft es lo nombze que demand

Los dos problemas de Ventallol

TRADUCCION
REGLA 16

Encuentra un nimero que multiplicado por 5 y dividido por 9 dé 11.

Hazlo asi:
4

.

Multiplica 9 por 11, resulta 99. Divide por 5, se obtiene 19 5

Tanto es el numero demandado.

REGLA 17

Encuentra un numero tal que si tomas %, y de este quinto otro %,

y de este % otro %, el ultimo quinto es 6.

Hazlo asi:

Multiplica 6 por 5, hacen 30. Vuelve a multiplicar 30 por 5, hacen 150.
Vuelve a multiplicar 150 por 5 y seran 750. Este es el numero

demandado.

2. Problemas de moviles



Dentro del catalogo de problemas matematicos elementales, unos de los mas
populares son aquellos en los que intervienen dos personas, animales,
vegetales, planetas, trenes, etc., que, en general, se desplazan sobre una
misma trayectoria animados con velocidades constantes o variables.

Estas cuestiones han ocupado un lugar destacado en los manua les
dedicados a la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas desde la mas
remota antigiiedad hasta nuestros dias y se conocen como problemas de
moviles.

Hoy en dia este tipo de problemas se resuelven acudiendo al lenguaje
algebraico. Sin embargo, en otros tiempos, se resolvieron con la ayuda de la
regla de tres.

En las lineas que siguen, ofrecemos algunos ejemplos.
PROBLEMA 1

D El primero de Abril fc E:n'rcrou dos correos,¢l uno de Va-
lereia para Sevilla, y el otro de Sevilla para Valencia, camino de
#4.lcguassy el que paree de Valencia camina cada dia r0.leguas,
y €l que parte de Sevilla camina al dia 14. leguas. Preguntoen
quantos dias fe encontrarin caminando los dos por en camino?

M.Digo que en 3.dias y medio fe eneontrarin.La regla es,que
pareas las 84.leguas por las 14.lcguas que camiman entrambos ca-
da diz, y faldran los- 3.dias y medio ea que fe encontrarin, eome
efla dicho,

[Gerénimo Cortés. Arithmetica practica (1724)[1]]

COMENTARIO

En un dia, entre los dos correos recorren 24 leguas [= 10 + 14].

Entonces, por la regla de tres, si entre los dos correos recorren
24 leguas en un dia, para recorrer 84 leguas tardaran g—i = 3%
dias.



PROBLEMA 2

@ F2una nau perteir ve napols p anaren barcbalonaefa fon cav
mien,; 0.01es £bung altra preir 0¢ barcalonaperanar en '!'IHPUIB
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[loan Ventallol. Pratica mercantiuol (1521)]
TRADUCCION

Una nave sale de Napoles hacia Barcelona y hace su camino en 30 dias.
Otra nave sale de Barcelona hacia Napoles y hace su camino en 20 dias.
Las dos salen a la misma hora. Pregunto: ;En cuanto tiempo se deben
encontrar?

Hazlo asi:

Suma 30 y 20, hacen 50 que es partidor [= divisor].

Después multiplica 30 por 20, y seran 600.

Divide 600 por 50 y vienen 12. En 12 dias se encontraran.
COMENTARIO
La nave que va de Napoles a Barcelona en un dia recorre 1/ 30 del trayecto.

Por otro lado, la nave que va de Barcelona a Napoles en un dia recorre 1/
20 del trayecto.

1,1 _ 50
Por tanto, entre las dos naves recorren g + 545 = g0 del trayecto

en un dia.



Entonces, por la regla de tres, si las dos naves recorren 50 / 600
del trayecto en un dia, para recorrer 600 / 600 del trayecto [=

distancia entre Barcelona y Napoles] tardaran % =12 dias.

PROBLEMA 3

N hombre fe partc de Barcelona, y camina cada dia 9. o«

guas,y al cabo de §.dias [c parteotro hombre del mifmo
lugar por alcangaral primero, y al cabo de 7, dias le encontrd;
Io que fe pregunta , es (aber quantasleguas caminava efte fe
gundo cada dia. Suma los 5. dias , con los 7.y ferin 1. eftos
multiplicaras por las 9, leguas que camina el primero cadadia,
y montarin 108, los quales partirds por los 7. dias, en los quas
Ies el fegundo alcangoal primero , y vendrin ry. y %, y ran=
tas leguas caminava el fegundo cada dia ,como por el exem=
plo figuiente [c manificfta.

[Andrés Puig. Arithmetica especulativa, y practica y arte de algebra (1672)]

COMENTARIO

Desde la salida hasta el momento del encuentro el primer hombre anduvo
durante 5 + 7 = 12 dias.

En dicho tiempo recorrio 12 x 9 = 108 leguas.

Desde la salida hasta el instante del encuentro el segundo hombre anduvo
durante 7 dias.

Entonces, por la regla de tres, si el segundo hombre en 7 dias
recorrio 108 leguas, en 1 dia recorrid 1?08 = 15% leguas.

PROBLEMA 4



D. Si oy {e hallafien dos cltrellas, & plancras juncos , y en con-
juncion, como [(abriamos por Arichmetica, fin {er Aftronomos, en
quanto tiempo fe bolverian 4 haliar juntos, como fucede en el
prefence afio, entre Jupiter,y Sarurno,que fe hallan jonros la vif-
pera de Navidad , el qual ajuncamienco llaman los Aftronomos,
conjuncion magna, por los grandes , y terribles efc&tos que fucle
caufar, fegun ellos izen, y 1a experiencia lo demueftra,

M. EE“ demanda bien la pudieras aver dexado para los Aftro-
nomos, pues 2 £llos toca 5 pero toda via qouiero darre contento; y
advierte , que primero fe E:i de faber guanro tiempo tarda cada
eftrella, 6 plancta en darla buckea 4 todo fu othe. Y pues has he-
<ho memoria de la magna oanjuncion de Jupiter,y Satarno, pro-

mos ¢! exemplo ge ellos. ¥ fepas que Jupiter tarda en dar
!a buelta 4 {u orbe doze afios,, y Saturno al fuyoe rarda treinta
wiios, [egun parecer de Cardano,porque unos efcriven que tardan
mas, y otros menos; y tomando el parecer de Cardano, digo, que
mulcipliques los 1 2.anos de Jupicer por los 30.de Sawsrno,y mon-
tardn 36o. afios, que partidos por 18. que es {a diferencia que ay
de 11. 4 30. {aldrdn 20. afios,y al cabo de ranros afios fe hallarin
juntos , y <n conjuncion Jos dichos g:ncm . ferd el aio de
362 3. Para [aber en que parte del Ciclo,0 en § figno (e hallaran
juncos, partirds x0. afios por 30.y {aldrin 2. tercios de los 1¢. fig-
nos, cum::n?.-l.ndn 4 contar de Sagitario exclufivé , en quien elte
afio [ucede la magna conjuncion, que vendri i (er en Leon, por-

del Sagicario 4 Leon vin 8. ignos, que fon los dos tercios de
os doze (ignos.

[Geronimo Cortés. Arithmetica practica (1724)]

COMENTARIO
Japiter en un afio describe 1/ 12 de su 6érbita.
Saturno en un afio recorre 1/ 30 de su orbita.

Por tanto, en un afio, Jupiter «adelanta» a Saturno:



12 30 360 20

En consecuencia, por la regla de tres, para que Jupiter «adelante» a Saturno
una vuelta completa (momento de la conjuncion) deberan transcurrir 20 afos.

3. Problemas de grifos

Soy un ledn de bronce que esta en el centro de un estanque. Salen
chorros de agua por mis ojos, por la boca y por la planta del pie derecho.
El chorro del ojo derecho llenaria, por si solo, el estanque en dos dias; el
del izquierdo en tres; el del pie, en cuatro, y el de la boca en seis. ;En
cuanto tiempo se llena el estanque con los cuatro chorros?

[Antologia griega. (ca. 500 d. C.)]

El enunciado anterior es un ejemplo de un grupo de problemas conocidos
como «problemas de grifos».

Con el tiempo, estas cuestiones han adoptado diversos formatos: (i)
animales que se comen a otro, (i) trabajadores que realizan una determinada
tarea, (iii) molinos que muelen grano, (iv) botas de vino con varias boquillas,
(v) bebedores que beben juntos, (vi) barcos con varias velas, etc.

(i) Un ledn se comeria una oveja en cuatro horas; un leopardo, en cinco
horas y un oso en seis. Pregunto: ¢En cuanto tiempo se la comerian
entre los tres?

[Leonardo de Pisa (Fibonacci). LiberAbaci (1202)]

(i) El Rey nuestro Sefior mando hacer una fortaleza, por lo cual mando
llamar tres oficiales; el primero de los cuales con su gente, se obligo
hacerla en 20 meses; el segundo en 15 meses; y el tercero en 12 meses.
Preguntase (para que sea hecha con menos tiempo) trabajando los tres
oficiales juntos, ¢dentro de cuantos meses la tendran acabada?

[Andrés Puig. Arithmetica especulativa, y practica y arte de algebra (1672)]



(iii) En un molino hay tres muelas. La primera muele en tres horas 4
barcellas; la segunda, en cinco horas 8 barcellas; y la tercera, en seis
horas 9 barcellas. Un mercader envia al molino 662 barcellas, para que
las moliesen. Demando, ¢en cuantas horas moleran el dicho trigo con
tal condicién que juntas las muelas comiencen y juntas acaben de
moler?

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552)

(iv) Es una tinaja la cual cabe 325 cantaros de vino y tiene hechas tres
canillas por tal compas que si abren la una saldra todo el vino en tres
dias; y si destapan la segunda saldra todo el vino en dos dias; y si
destapan la tercera saldra todo en un dia. Pregunto: Si destapasen todas
las tres canillas, ¢en cuanto tiempo saldra todo el vino de la tinaja?

[Juan de Iciar. Libro intitulado Arithmetica practica (1549)]

(v) Un hombre se bebe un tonel de vino en 20 dias, pero si su mujer
bebe con él, solo tardan 14 dias en bebérselo. ¢ En cuanto tiempo se lo
beberia la mujer sola?

[Gen-una Frisius. Arithmeticae Practicae Methodus Facilis (1540)]

(vi) Es una nave que tiene dos velas diferentes, la cual alzando la vela
menor hace su viaje en 15 dias, y alzando la vela mayor, lo hace en 10
dias. Pregunto, si entrambas se alzasen juntas, ;en cuantos dias haria la
nave su viaje?

[Geronimo Cortés. Arithmetica practica (1724)]

Después de esta breve ojeada a algunas de las variantes de los «problemas
de grifos», presentamos las soluciones de varios autores a cuestiones de este
tipo. Ofrecemos tres ejemplos en los que se utiliza la regla de tres como
procedimiento de resolucion.

PRIMER EJEMPLO



D. Un Capitan mando [lamar qnatro Maeftros de axa, y dixo-
les: en quanto riempo fe atreve cada uno dg voforros 2 hazerme
una nave? y refponde el uno, que en 6.mefes, y el owo que en 4
mefles, v ¢l rercero que en 3.mefes, y el qnarto que en 1. mefes
Pregunto, filos quatro Macfiros {c puficran A crabajar juncos ca
dicha nave, en quanto ticmpo la darian acabada:

M. Digo que la agabarian en 14.dias. La regla es,que tomes un
pumero cn quica quepan 6, 4. 3. ¥ . que fera 12. ¢n ¢l qual ca-
bran cftss ocros quaero numeros 3. 3. 4.y 6. quc junxosfon iy, y
dirds: Si 14. vezes (¢ acabaria de hazer la pave en 1 2. mefes, una

fola vez en quanto riempo fe acabaria, y hallards los dias que ten-
go diches, que fon 24.

[Geronimo Cortés. Arithmetica practica (1724)]

COMENTARIO
En esencia, la estrategia de Cortés es la siguiente:

En primer lugar, calcula el minimo comun muiltiplo de 6, 4, 3 y2 [= 12].

Después, calcula el nimero de naves que haria cada maestro en 12 meses.

Si el primer maestro hace una nave en 6 meses, en 12 hara 2 naves.

Si el segundo maestro hace una nave en 4 meses, en 12 hara 3 naves.

Si el tercer maestro hace una nave en 3 meses, en 12 hara 4 naves.

Si el cuarto maestro hace una nave en 2 meses, en 12 hara 6 naves.

En consecuencia, entre los cuatro maestros haran 15 naves en 12 meses.

Entonces, si en 12 meses hacen 15 naves, para hacer una tardaran 12/15
meses.

SEGUNDO EJEMPLO



234 Question 34. En el fondo de una cisterna ay tres cas
fios desiguales; abierto solo el mayor, sale toda el agua en dos horas;
abierto solo el mediano sale toda el agua en 3. horas ; abierto solo,
el menor se vacia la cisterna @n B. horas preguntase en quanto tiem-
po s¢ vaciard toda el agua , si desde el principio hasta el fin sale por
todos los tres caiios,

Busquese por regla detres la parte de cisterna que vaciard cada
cafio en una » deste modo : si el cafio mayor en 2. horas vacia
una cisterna; Juego en una hora vaclara inedia. Otravez: Si el cafio
mwediano en 3. horas vacia una cisterna; luego enuna bora vaciard
un tercio. Otra vez : si el cafio menor ¢n 8, horas vacia una cisterna;
luego en una hora vaciard un octavo.

Estas misinas partes de la cisterna , que cada caiio vacia en una
hora se pueden conocer facilinente sin hacer reglade tres, ponien=
do e] tiempo ( quando esmumero entero ) en que cada cafio varia la
cisterna por denominador de un quebrado, cuyo numerador es la uni-
dad, como consta claramente de las operaciones antecedentes; porque
cono en cada reglade tres el segundo,y tercero termino son la wnidad
la qual no aumenta la multiplicacion ; asi inultiplicando segundo por
tercer termino, el producto es 1. el qual partido por el prinier termi-
Bo , es ¢l numero de las horas , hace quebrado en la forma referida,

Hecho esto , reduzganse los quebrados 3,5, 3, 4 un comun
denominador, y serdn 2.4 48. avos, 16. 43. avos, 6. 48. avos, cuya su-
ma 46, 48. avos sehalard las partes de la cisterna que vacian los tres
cafios en una hora. Digase aora: Si 46. dan 1. hora; luego 48. que es
el denominador , dardn una hora, y 1. 23.avos ; y en tanto tiempy
se vaciara la cisterna. '

Para saber la parte de agua que vaciard cada cafio, digase : Si,
€2 una hora vacia el cafie mayor media cisterna; luego en una hord-
Y ¥ 23. avos vaciard 12 23. avos. Otra vez Si en una hora vacia ¢l ca-
Hio mediano un tercio de cisterna; luego en una hora, y 1. 23. avos va
ciard 8. 23. avos, Otra vez : Si en una hora vacia el cafio menor un
Sctavo de cisterna ; luego en una hors, ¥ 2 3. aves vaciaré 3. 23.aves.

[Juan Bautista Corachan. Arithmetica demonstrada theoricopractica para lo
mathematico y mercantil (1719)121]



COMENTARIO

El cafio mayor en una hora vacia 1/2 de la cisterna [= 24/48 de cisterna].
El cafio mediano en una hora vacia 1/3 de la cisterna [= 16/48 de cisterna].
El cafio menor en una hora vacia 1/8 de la cisterna [= 6/48 de cisterna].

En consecuencia, entre los tres cafios en una hora vacian:

24,16, 6 _46 ;
43 +48+48 43 de la cisterna

Por tanto, si entre los tres canos en una hora vacian 46/48 de la cisterna,

para vaciar 48/48 de la cisterna [= cisterna completa] tardaran 48/46 horas [=
123 horas].

Para saber el agua quela salido por cada cafio, Corachan vuelve a aplicar la
regla de tres:

Si el cano mayor en una hora vacia 1/2 de la cisterna, en 1 1

. ] 23
horas vaciara % de la cisterna.

Si el cano mediano en una horavacia 1/3 de la cisterna, en 1 %
horas vaciara % de la cisterna.

Si el cano menor en una hora vacia 1/8 de la cisterna, en 1 §1§
horas vaciara % de la cisterna.

TERCER EJEMPLO



Si 4.Flamencos en 3.dias {e beben 10.cantaros de vino,y 5. El-
paitoles en 6.dias fe beben 20. canraros, preguntafe bebiendo to-
dos juntos,en quanto tiempo fe beberin una de 6o.cantaros.
Para refponder i efta dificulead, miro los Efpafioles quanto vino
{e bebzrin en los 3. dias de los Flamencos , por una regla de 3.
diziendo: fi en 6.dias beben los Efpafioles 20.cantaros, en 3. dias

wantos fe beberan ; figo la regla de cres ordinaria , y hallo que
E,t beberdn ro. cancaros ea los 3. dias los dichos §. Efpaioles; y
otros 10.cantaros que {e beben los 4. Flamencos, fon 20.cantaros,
de fucecz, q los 9.brindadores juntos {c beben en 3. dias 20.canv,
Pues ordeno otra regla 3. diziendo: fi 20 cane. fon bebidos en 3.
dias,preganco 6o.cant.en quantos dias feran bebidos;figo la regla,

y hallo que en 9.dias ferin bebidos los dichos €o. eantaros de vi-
10, por todos los 9. hombres juntos, efto es, por los 4 Flamences,
y 5. Efpaficles. Y note el curiofo efta regla, puesella lo ¢s.

[Gerénimo Cortés. Arithmetica practica (1724)]

COMENTARIO

Notese que el numero de flamencos y espafioles es irrelevante para la
resolucién del problema.

4. Cien pajaros con problemas

hombre quiere efmergar 36.reales en 36.cabegasde vo.
lateria, conviene 4 faber en capones 4 4. reales cada vno,

en gallinas d 3. reales cada vna, y en mierlasd 6. dineros cada
wna ; tafe quantas c:b:i:: comprari de cada efpecie;
para que fean juftameate 36. cabegas, y valgan juftamente 36.
scales. No me quicro entrctener en la explicacion dela "ih >
por no eftar fundada con reglas generales, como muchos
Arithmeticos enfefan. Solamente te quierodezir , que pueda
xdprar y.capones 3.galinas,y 8. mierlas; como puedes probar.

El problema anterior, extraido de la Arithmetica especulativa, y practica y



arte de algebra (1672) de Andrés Puig, pertenece a una categoria de
problemas indeterminados cuyos enunciados verbales se pueden traducir
algebraicamente a dos ecuaciones lineales con tres incognitas. Dado que en
muchos de ellos intervienen cien aves de tres especies diferentes, dichos
problemas se conocen por el nombre de «problemas de los cien pajaros».

Aunque en la edicion de 1672 Puig no explica el procedimiento que
conduce a la solucién del problema de los capones, gallinas y mierlas, en la
cuarta impresién de su «Aritmética» ofrece una resolucion razonada de un
problema similar concerniente a hombres, mujeres y nifios.

EL PROBLEMA

g5 Aunque l0s Autares que propenen femejantes queltio-
nes, parece que lo refuelven ranteando, no por effo dexa de fer

con regla cierta general, v verdadera , porque con ¢l tal modo
de obrar fe enfena, y declara fi 1a refpuetta de Jo que fe propo-
nc, puede, 0 no puede fer, y (0 1a pregunta tiene diferentes refs
pucitas, y fe quicren faber, tambicn declara quantas fon, y 1o
que en cada una fe ha de refponder; por lo que teniendo la re-
giarodas eftas circunftancias que la acreditan, parece no paf-
far en filencio la declaracion de {i1 operacion, por lo que nota-
raslo que fe figne @ fupongaie que 3o.Perfonas han de pagar

3o reales, y'que ay hombres, mugeres, y nifos, que los hom-
bres han de pagara 3.reales cada uno, las mugeresa 3. fueldos,
y los mifos 2 un fueldo; pidefe quanros fon los hombres , quan-
tas las l"l'll.'laf:';'f.'.'I".‘.".'S:‘\|I ‘:,r quantos los ninos ¢

LA ESTRATEGIA DE ANDRES PUIG



‘ ) Refpuefta, mirefe la di-
ferencia que ay de un fucldo que paga cada nino, 3 6. fucldos
que paga un hombre , y hallaras 5. dexalos a parce , mira aili
mefmo la diferencia, que ay de un fueldo i los 3. fucldos que
paga cada muger, y hallaras 2. dexalos rambien a parte , aora
f¢ ha de mirar, que i todas las 30. Per(onas fueilen nifos , no
pagando mas de un fueldo cada uno, (olo pagarian 3o. fueldos,
y quedarian por pagar orros 30, los quales dividiras en dos par-

tes tales, que la upa (¢ pueda dividir enteramente por 5. y la
otr1 por z. que fon los dos pumeros que dexaltes a partz, lo que
hallaris eiertamente defta mancera 5 faca 5. de 30. y te queda-
ran 25, y <omo no fe pucden partir enteramente por 2. faca
olros 5. y te quedaran 20. que partidos por 2. vienen io. y tan-
tas dirhs que {on las mugeres, y eflo fe dize por razon , que el
2. viene de la diferenciz que ay dc Jo que paga una muger,a
Io que paga un nifio , y porque ¢l 5. fc ha facado dos’vezes di-
ris que dos fon los hombres,y efto por fer el ;. la diferencia de
lo que paga un hombre, alo que paga un niho, con que avien-
do hallado dos hembres , y diez mugeres , que hazen numero
de 12.105 que faltan halta 30. que fon 18, fon los nifios.

Pruevalo 2.hombres 3 3. reales pagan 6. reales,
ro. mugeres a 3. fueldos pagan 15. reales
y 18 ninos a I.fucldo pagan 9. reales.

so.es la fuma de las Perfonas,y 3o.Ja fuma de los reales.

Efta tiene otra refpucfla por razon que de los 20. que ay
partides por 2. fe pueden facar 5. dos vezes, y quedaran 10.
que partidos por 2, vicnen 5. y tantas mugeres puede aver, y
por aver {acado 4. vezes el 5. puede aver 4 hombres, con que
4. hombres, y 5. mugeres fon 9. Perfonas, hafla 3o. van z1,quc
pueden fer los nifios , como fe prueva defta manera.

4 hombres 3 3.reales pagan 12. reales.
¢, mugeres 3 3. fueldos pagan —— 7. reales A
Yy 2r.nino a 1.fueldo pagan 10. reales ;.
30, ¢s la fuma de las Pexfonas , y 30. los reles.

COMENTARIO



Desde una oOptica algebraica, y teniendo presente que 1 real = 2 sueldos, el
problema indeterminado precedente admite la siguiente traduccion:

] 6x+ 3y+ 2=60
[1] x+y+z=30

siendo x el nimero de hombres, y el nimero de mujeres y z el nimero de
ninos.

Si se restan, miembro a miembro, las dos ecuaciones del sistema [1] resulta
que:

bx=10= x=2

Sx+2y=30=5x42y=10+20=1 5 90 y=107

2=380- (2 +10) =18

En esta situacion, la solucién del problema propuesto es:

x = nimero de hombres = 2
y =numero de mujeres = 10
z=numero de ninos = 18

Sin embargo, el segundo miembro de la ecuacion 5x + 2y = 30 se puede
descomponer de otro modo como suma de dos sumandos divisibles por 5y 2,
respectivamente.

Asi:

bx=20= x=4

S5x+2y=30=5x+2y=10+20 = 2=10=y=5

2=380 - (4+5) =21

En este caso, otra solucion del problema propuesto es:

x = numero de hombres = 4
y =numero de mujeres = 5
2z =numero de ninos = 21

5. De dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro...



En el inventario de problemas clasicos, se encuentra un grupo en el que se
debe determinar un nimero conociendo los restos de sus divisiones por 2, 3,
4, etc.

Presentamos dos ejemplos de la Pratica mercantiuol (1521) de Joan
Ventallol.

Rergla.iz
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TRADUCCION - ADAPTACION

REGLA 13

Un hombre llevaba una cesta con huevos. Otro la volcoé y, queriéndole
pagar los huevos, le pregunt6 cuantos habia en la cesta. El propietario
respondio que no lo sabia, pero que contandolos de dos en dos sobraba
uno; contandolos de tres en tres sobraba uno; contandolos de cuatro en
cuatro sobraba uno; contandolos de cinco en cinco sobraba uno;
contandolos de seis en seis sobraba uno, y contandolos de siete en siete



venia justo. Pregunto: ;Cuantos huevos habia?

Encuentra un nimero que tenga mitad, tercio, cuarto, quinto y sexto.
Sera 60. Afiade 1 a 60 y seran 61. Divide 61 por 7 y no viene justo. Por
esto, afiadele tantas veces 60 a 61 hasta que venga justo [es decir: hasta
que obtengas un multiplo de 7] y encontraras que el nimero es 301.
Dividelo por 7 y vendra justo. Asi diras que en la cesta habia 301 huevos.

REGLA 14

Un hombre llevaba una cesta con huevos. Otro la volco y, queriéndole
pagar los huevos, le pregunt6 cuantos habia en la cesta. El propietario
respondié que no lo sabia, pero que contandolos de dos en dos sobraba
uno; contandolos de tres en tres sobraban dos; contandolos de cuatro en
cuatro sobraban tres; contandolos de cinco en cinco sobraban cuatro;
contandolos de seis en seis sobraban cinco, y contandolos de siete en
siete venia justo. Pregunto: ¢ Cuantos huevos tenia?

Quita 1 de 60, quedan 59. Afadele tantas veces 60 hasta que,
dividiendo por 7, venga justo. El nimero sera 119. Haz la prueba y estara
bien.

COMENTARIO A LA REGLA 13

La sucesion de los multiplos comunes de 2, 3, 4, 5, y 6 es:

60 [=m.c.m (2,3,4,5,6)], 120,180, 240, 300, ...

A partir de aqui resulta obvio que la sucesion de los numeros que al ser
divididos por 2, 3, 4, 5, y 6 dan 1 de resto es:

61,121,181,241, 301 ...

En esta ultima sucesion, el menor nimero que es multiplo de 7 es 301.

COMENTARIO A LA REGLA 14



Para comprender la estrategia de resolucion de Ventallol vamos a tener en
cuenta dos cuestiones teoricas relativas a las congruencias.

DOS DEFINICIONES EQUIVALENTES

Sean a y b dos numeros enteros (simbolicamente a, b E Z) y m un nimero
natural (simbodlicamente m E N).

*Se dice que ay b son congruentes médulo m, y se escribe a = b (mod m),
cuando divididos por m dan el mismo resto.

Se dice que a y b son congruentes médulo m cuando a - b es multiplo de
m.

Propiedad 1

4
4

b, (mod m)
b, (mod m) _, a+ a,+...+a =b+b+...+b (mod m)

a =b (mod m)

Dado que m. c. m (2, 3, 4, 5, 6) = 60, es claro que:

60 =0 (mod 2)
60 =0 (mod 3)
60 =0 (mod 4)
60 =0 (mod 5)
60 =0 (mod 6)
Por otro lado:
—1=1 (mod 2)
—1=2 (mod 3)
—1=3 (mod 4)
—1=4 (mod b)
—1=5 (mod 6)

Por tanto (en virtud de la propiedad 1):



60 =0 (mod 2) _
“1=1 (mod 2) } = 59=1 (mod 2)
60 =0 (mod 3) _
_1-2 (mod 3) ] = 59 =2 (mod 3)

60 =0 (mod 4)

123 (mod 4) } = 59 =3 (mod 4)

60 =0 (mod 5)

_1=4 (mod5) ’ = 59 =4 (mod 5)

60 =0 (mod 6) _
125 (mod 6) ] = 59 =5 (mod 6)

Por consiguiente, el niimero 59 verifica todas las condiciones exigidas en el
problema, menos la de ser multiplo de 7.

Consideremos ahora la sucesion siguiente:

59,119 [=59+60],179 [59+2-60],239 [=59+3-60] ...

En ella, contando todos los términos de dos en dos, de tres en tres, de
cuatro en cuatro, de cinco en cinco y de seis en seis sobran uno, dos, tres,
cuatro y cinco, respectivamente.

Para cerciorarnos de ello, y sin pérdida de generalidad, consideremos el
tercer término [= 179].

Sabemos que:

59 =1 (mod 2)
60 =0 (mod 2)
60 =0 (mod 2)

Entonces, en virtud de la propiedad 1, resulta que:

59+60+60=1+0+0 (mod2) = 179=1 (mod 2)



De forma similar, tendriamos que:

59 =2 (mod 3)
60=0 (mod 3) } = 179 =2 (mod 3)
60 =0 (mod 3)
59 =3 (mod 4)
60=0 (mod 4) } = 179 =3 (mod 4)
60 =0 (mod 4)
59=4 (mod b)
60=0 (mod 5) } = 179 =4 (mod 5)
60 =0 (mod 5)
59 =5 (mod 6)
60=0 (mod 6) ; = 179 =5 (mod 6)
60 =0 (mod 6)

En definitiva, los restos obtenidos al dividir 179 por 2, 3, 4, 5, y 6 son,
respectivamente, 1, 2, 3,4y 5.

Ademas, el segundo término de la sucesion [= 119 = 7 x 17] es multiplo de
7. En consecuencia, 119 es una solucion del problema de los huevos rotos.

6. La copa de plata

En esta seccion presentamos una ingeniosa regla aritmética que permite
resolver un problema que, traducido al simbolismo algebraico moderno,
tomaria la forma de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas.



D. Un Cavallero tenia una copa de placa,cuyo pie era de mar-
fil, con fin cubicrea de oro, y prepuntandole quanto podia valer
la dicha copa canel picy :u{:icru;wfpondib que la cubierta con
1a copa valian 7 ducados,y la copa con ¢l pic valian 6 ducados, y
el pie con la cubierta valian 9. ducados. Pregunto quanro yaldria
cada picza dc por sii

M. Digo que Ja cubfierea valia 5. ducados, y 1a copa dos duca-
dos, y el pie 4. ducados, Laregla es , que juntes los tres numeros
que dize que valian las piczas, de dosendos ,que fon 7. 6.y 9. ¥
hazen 21, cltafuma (c ha de partir por uno menos, que fon las

piezas, y vendrin 11, aora quita de eftos onze los 7.6.y 9. y que-
daran los ducados que valiaqa:ada picza. Sah

[Gerénimo Cortés. Arithmetica practica (1724)]

COMENTARIO

Designando por x, y y z el precio en ducados de la copa, el pie y la cubierta,
el enunciado del problema se convierte en:

x+z="17
x+y=06
y+z=9

Sumando miembro a miembro las tres ecuaciones anteriores resulta que:
2(x+y+2) =22 = x+y+z=—22-= 11 ducados
Entonces:

x=(x+y+2)—(y+2) =11-9=2ducados
y=(x+y+2) —(x+2)=11-7=4ducados
z=(x+9y+2)—(x+y) =11-6=5 ducados

7. Regla de una falsa posiciéon

La regla de una falsa posicion o regla de falsa posicion simple fue utilizada



por los antiguos egipcios, arabes e indios, goz6 de gran popularidad en los
manuales de matematicas del siglo XVI y todavia se encontraba en algunos
libros de matematica elemental de la primera mitad del siglo XX.

Una buena descripcion de dicha regla la hizo el valenciano Tomas Vicente
Tosca (1651-1723) en el primer volumen de su Compendio Mathematico.

La regla de falsa posicion simple se reduce 4 tres pre-
ceptos. T Tomese qualquiera mimero que sea apto para
que en € se puedan exercitar las operaciones que pide
la qiiestion. 2 Exdminese si es el nimero que se pregunta:
y si acaso fuere el mismo , quedard satisfecha la giiestion;
pero si no lo fuere, se formard una regla de tres, que
T: el tercero precepto , y se hallard ¢l nimero que se

usca.

Exemplo. Pidese , que el nimero 100 se divida en
tres partes, que la primera sea dupla de la segunda, y
esta sea tripla de la tercera; que es lo mismo que pedir
tres nlmeros , el primero doblido del segundo, y este
tres doble del tercero, que sumados hagan 100. Tomo
arbitrariamente un nimero, y sea 2 ; este supongo ser el
menor de los tres que se piden para mayor facilicﬁad. Tri-
plico el 2, y seri 6 el segundo; duplico el 6, y tengo
12, Sumo estos tres nﬁmcrm IZ,G. 2,Y hacen 20 Y por=
que la suma habia de ser 100, busco otro numero por re-
gla de tres, diciendo: Si 20 vienen de 2, ;de quintos
vendrin 31co? y hallo vienen de 10. Este pues serd el
nimero menor: luego el segundo es j0, y el mayor es
6o. Con esto queda satisfecha la qiiestion ; porque he
dado los tres ndmeros 60, 30, 10, de lps quales 6o
es doblado de 30, y este triplo de 10; y sumados ha-
cen 100.

En general, la regla de falsa posicion simple se usaba para resolver ciertos
problemas de primer grado con una incégnita sin recurrir al simbolismo
algebraico.



Mas aun, los problemas en los que se utilizaba la regla de una falsa

posicion eran los que se pueden traducir a una ecuacion del tipo a,x + azx +...
+a,,x = b o, si se quiere, ax = b.

Asi, el problema propuesto por Tosca admite la traduccion algebraica
siguiente:

6x+ 3x+ x=100 = 10x= 100,
siendo x la tercera parte, 3x la segunda, y 6x la primera parte.
Si x=2 10x= 20 ~ 100.
Entonces, por regla de tres, si 20 vienen de 2, 100 vienen de 10.

Es decir: x = 10, 3x = 30 y 6x = 60.

JUSTIFICACION GEOMETRICA DE LA REGLA DE FALSA POSICION
SIMPLE

s . .
L ===

» X

o

En la figura anterior, por semejanza de triangulos, se tiene que:

x X e l)x1
b b =T

1



OTRO EJEMPLO

q Dame vo numeto, que juntdndo le fu quinto
y tercio monte.6. La qualfe hara, proponicne
do,que{ea efte numero,que demandan.is. por-
que tiéne tetcio, quinto,(aunque pudieras po
ner otro qualquiera.) Pues haz con efte. 1. 12
prueua juntddo le futercio que fon.g.y fu quin
to,que fon.z«como la demanda pide, y montars
13.y porqjue no quifieras fino. 6. orderiaras vod
regla,diziendo.Sias.me vinieton de.ty. deman
do. 6. que es lo que yo quiero , de donde vene
draiMultiplicaas.por feys, y montara.go. parté
§o.por.23.y vendra al quociente tres enteros, ¥

ar.vcyntey tres abos,por el numero demands-
do.Pruevolo ju ntantr:{c {urercio, que es. 1. y
ficte,veynte y tres abos, y fu quinto, que esa8.
veynte y tres abos, montara todo.6.como pide

Ja demanda.

[Juan Pérez de Moya. Arithmetica practica, y speculatiua (1562)]

COMENTARIO

Utilizando el simbolismo algebraico, el problema propuesto por Pérez de
Moya se convierte en la siguiente ecuacion de primer grado con una

incognita:

ﬁﬁ:
x+5+3 6

Si x = 15, entonces:



XX _ 15,15 _ _
x+5+3 15+5+3 15+3+5=23%#6

Entonces, por la regla de tres, si 23 vienen de 15, 6 vienen de

6-15_90 _g 21
93 23 ° 793

Por tanto, el numero requerido es 323.

8. Regla de dos falsas posiciones

M

arco Aurel, maestro aleman afincado en Valencia, describe la regla de dos

falsas posiciones en los siguientes términos";":

Enlaregla de 2 falfas poficiones:lo mefimo hat#¥ cos
mc?:nn lwnrzglﬁhf:sviﬁn,c: ponztv:;'numcm“), con
el qualfiguiras conformealademanda. Y ala Ecvmt‘tmn,ﬁ
10232 wﬁ ¢s mas, omenos deloque hauia de fer, 2qucllo
aparte al coftado del numero falfo a fu mano deres
cha, con el fefial de'imas, o mérios, qual fucre, digo Ia diffes
rencia que hauradelo que vino, alo que hauiade venir. ¥
Tuego toma otro numero a tu plazer, mayor,o menor delo
que primero tomaftes (nohaze al cafo) con el qual harasla
mef{mo como con lapriniera poficion hezifte : a lapoftre mio
rala differencia fics mas o menos delo que hauiade fer:y
mas efta fegunda poficion debaxo dela primera :y ladife
?:;enciz debaxo dela primera differencia, con fu fefial, ond4
bre, i esmas, o menos. Y luego multiplicz en cruzla primes
ra differencia con lafegunda poficion: y lafegunda differens
cia conla primera poficion, y figuca cftas rcglas y auifos fis
guientes.



Nota quando las dos differencias fucren demas, olas
2 demenos; reftaraslavna dela otra, digola menor differen
cia has de reftar dela mayor,y lo que quedara fera tu partidor.
Aflime{imo reftaras las 2 multiplicaciones que en cruzmuls
tiplicafte:y la refta partiras por el fufodicho partidor:yel
quociente fera ¢l numero verdadero demandado,

" B Y filas dos differécias la vna fuere masy laotramenos,
fummaras das dichas dos differencias: y tal conjunto fera tu
partidor: ylas z multiplicaciones , que en cruz multiplicas
ftes (como arriba has vifto) fummaras tambien en vno, y tal
fumma partiras por tu partidor : el quociente fera ¢l numMero
verdadero,ydem 0, como por exemplo veras.

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552)]

COMENTARIO

La regla de dos falsas posiciones o regla de falsa posicion doble, de origen
indio, se utiliz6 preferentemente para resolver ecuaciones de primer grado
con una incognita del tipo ax + b = ¢ sin recurrir al simbolismo algebraico.

Para comprender el texto de Aurel haremos uso del lenguaje algebraico
moderno.

Supongamos que se quiere resolver la ecuacion:

ax+ b=c [1]
Sea x = xl (primera suposicion) axl + b = cl [2].
Si ci = ¢, el problema esta resuelto.
Si cl :# ¢, sea c - cl = el (primera desviacion).

Sea x= x2 (segunda suposicion) ax2 + b = c2 [3].



Si c2 = ¢, el problema esta resuelto.

Si c2 :# c, sea c - c2 = e2 (segunda desviacion).

Restando miembro a miembro las expresiones [1] y [2] resulta:
a(x—x,) = ¢ (4]

Restando miembro a miembro las expresiones [1] y [3] se obtiene:

a(x—x,) = ¢ [5]

2

Despejando a de las igualdades [4] y [5] e igualando los resultados
obtenidos se tiene que:

RESOLUCION DE UN PROBLEMA

Rﬁpnmz 79.4 tres compancrosde tal condicion, oo

licuen partes igoales : empero que ¢l primero licte v-
na pacce,el ftgundn llcue clduploﬂr tres maranedis mas, y
el tercero lieue el taiplo que el primero menos cinco. Pic
guntafe , quanto vienc al primero, quanto al fegundeo 4
quanto al tercero , baras afsi. Pon que el primiero lle
quarro,cl (egundo llenaria onze,que ¢s duplo de quatro,y
tres mas,el tercero llenara 7, porque eliriplode 4. es 12,
quitando s.fegun dize lademanda,reftacan 7. (uma clas
TIcs paties 4.1 1.7.MOBtan 22.Y porqd faltan § 7. paraigoa-
Jar con los 79.3 tu quiieras,difpon por primera poficid
4.Mcnos 5 7.00ta,que los 4.¢5 la policiO,cl m=nos cgno
t1do poer (edal,y los 5 7. denota la difereacia § (e hallade.
22 para 79.



Agota pucdes tomar para la (eguada poficié, vo nume-
£oatucotento,y fea Jelprimero lienafie. 6.l fogiido lle-
@ariais.pord esdaplo de 6.y maas 3.clecrceros llcvania sz
poIg 3.vezes 6,fon 18.quitido s.reftan r3.foma 6.15.53
mora 3 4.y pord de 3 g-para 79.faled 4 y.notacas por fegil.
da poflicion 6.menos 45y fea debaxo delaprimera,ocn
cimi ¢d dos lineas § denoté las muitiplicaciones en cIuz.
deftc modos Primers poficid 4.menos 37.

Segunda poficion 6.wen08 4.

Agora multiplica s 7:que s la primera diferécia por 6.
{egunda poficion,procederan 3 42.cltosaflentiras adeld
tpde l0s 7.¢6 va punto,o lineden medio,demanera que
byga ditincid.delos npmeros,y pocla mefima ordé mul.
tiplicaragla primvera poficiomrque es 4. por Ja (egitda dife.
rencia que-es 4 zpracoderin-1 Bu.eftos feaffentaran ades
laute delos dichos 45.defls mancea.. -

Primera poficion 4.menos §7 =143

Seguada poficion 6, MeNOF {5 —==T180



Y pord ambads a dos poficiones al prefente dizén menos
u&::uimm ditﬂﬁnh 14 mayor,conuicne faber,
&5.de g7 reftan 13.cfte numero dozend fera tu partidor.y
femejiremere reftarss 130,de 342. quedi 162.cllacslafn
ma pagtidera, parte 16312 12.¢l cocite fera 13 ; agorarels
pondcras., § treze maranedis y medio osla parce del pri-
aerola delfegundo  0.que esduplode 13 ; mas 3.mara
vedis, y la parte del tercero <5 33 2 pord (on 5. marauedis
menosdct tripla qhe 1icha el primsero : yIgor que tienes
vifto |@que perreacce i cidi eompaficro proporeionada
mente , fegua M deminda propuciia, prucvalo fumando
13; §0.3 5 .y moheira tedo 79,

[Miguel Gerénimo de Santa Cruz. Libro de Arithmetica especulativa, y

practica, intitulado, el Dorado Contador (1643) [41]

COMENTARIO

Llamando x al numero de maravedies del primer compafiero, el problema
propuesto por Santa-Cruz admite la siguiente traduccion algebraica:

x+ (2x+3) + (8x-5)=79=6x-2="T79

Six=4=6x -2=22#79= ¢ =79-22=57.
Six,=6=6x,-2=34#79=¢,=79-34=45.

Entonces:

ex,—ex 57-6-45-4 342-180 162 1 )
= = = 13— maravedies

¢-¢  b57-45 12 12 2

X =

De donde:

El primer compafiero recibe 132 maravedies.



El segundo compafiero recibe 30 maravedies.

El tercer compafiero recibe 352 maravedies.
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1 Hemos mantenido el término latino zephirum que aparece en el texto
original de Fibonacci.

2 Histoire de I'Académie Royale des sciences. Année 1761 (Paris, 1763).
Mémoires, p. 127.

3 Histoire de 1Académie Royale des sciences. Année 1772. Premiére Partie
(Paris, 1775). Mémoires, p. 523.

4 F.Cajori. A history of mathematical notations, vol. II, p. 72.

5 Esta memoria fue presentada el 5 de mayo de 1777 a la Academia de San
Petersburgo y fue publicada en 1794.

6 Volumen I.Explicatio notarum.

7 Advirtamos que los simbolos de Heron y Pappus no adquirieron un caracter
universal y se usaron excepcionalmente en algunos manuscritos.

8 F.Cajori. A history of maihematical notations, vol. 1, p. 411.
9 Cambridge Mathematical Journal, Vol. II, pp. 267-271.
1 Elementos, Lib. II, prop. 4.

2 Advirtamos que, en la diferencia 4489 - 3600, el sustraendo es el valor de
a2 ¢ 102 cuando a= 6.

3 Notemos que, en la diferencia 56169 - 40000, el sustraendo es el valor de
a2+ 10" paraa=2.

4 Notemos que en la diferencia 16169 - 12900, el sustraendo es el valor de b
[be10"+4.103] parab = 3.

5 Notemos que, en la diferencia 42875 - 27000, el sustraendo es el valor de
1000a3 para a = 3.



6 Notemos que, en la diferencia 1860867 - 1000000, el sustraendo es el valor
de (100(i)" para a= 1.

7 Notemos que, en la diferencia 860867 - 728000, el sustraendo es el valor de
10b[100b2 + 30000 + 3000b] para b= 2.

1 Se dice que dos o mas figuras son equivalentes cuando tienen la misma
area.

2 Socrates de refiere a las diagonales del cuadrado.

3 Socrates plantea aqui el siguiente problema geométrico: Construir un
cuadrado doble de uno dado.

5 Es decir, una linea mayor que la que mide dos pies.
4 Es decir, una linea menor que la que mide cuatro pies.

6 Socrates se refiere a uno cualquiera de los cuatro cuadrados de dos pies de
lado.

7 Socrates se refiere al cuadrado cuyo lado es la diagonal del cuadrado de dos
pies de lado.

8 The thirteen books of Eudid's Elements, vol. 1, p. 354.
9 Geometry and algebra in ancient civilizations, p. 28.
10 Histoire des Mathématiques Chinoises, pp. 283-284.

11 Al ser Al, HB y KC segmentos de paralelas comprendidos entre paralelas,
resulta claro que Al = HB = KC.

12 Resulta claro que AN = HB = MC al ser segmentos de paralelas
comprendidos entre paralelas.

13 Dicha demostracion fue redescubierta por Wallis en el siglo XVII y es
analoga a una de las que hemos ofrecido en el apartado «Demostraciones



atribuidas a Pitagoras».
14 The thirteen boohs of Euclid's Elements (Vol. 1, pp. 365-366).

15 Sobre un arco de una cicloide invertida, un objeto abandonado a su propio
peso (en ausencia de rozamiento) desliza desde cualquier punto al punto
mas bajo en el mismo tiempo, sea cual fuere el punto de partida.

16 Los cuadrados BE y BG son, respectivamente, los BAEF y BCGH.

17 En nuestro lenguaje, ABH y FBC son los segmentos rectilineos AH y FC,
respectivamente.

20 El cuadrado Al es el cuadrado ACIK.

21 Los paralelogramos DB y BL son los rectangulos BADC y BHLF,
respectivamente.

18 Los angulos E, D, G y L son, respectivamente, los angulos ZLED, ZEDG,
ZDGL y ZGLE.

19 El cuadrado DL es el cuadrado DGLE.
22 El cuadrado AD es el cuadrado ACDE.

23 Los cuadrados BG y BI son, respectivamente, los cuadrados BAGF y
BKIC.

24 El angulo G es el angulo recto ZAGF.

26 El paralelogramo AH es el paralelogramo ANHB.
27 El cuadrado BG es el cuadrado BAGF.

29 El cuadrado BI es el cuadrado BKIC.

25 El paralelogramo AM es el rectangulo ALME.



28 El paralelogramo CM es el rectangulo CLMD

30 Los cuadrados AG, Al y BK son, respectivamente, los cuadrados ABGF,
ACIH y BLKC.

31 Esta demostracion fue descubierta por Garfield en 1876 y publicada en el
Nev) Lnglrend Journal of Education.

1 Sean my n dos nimeros naturales (m? n).

El simbolo (Y se llama numero combinatorioy su valor viene dado por la
siguiente igualdad:

(m)= ml _m(im=1)...(m=n+1)
NI (m—n)! nl n!

>

donde m! = me (m-1) * (m-2) °... * 2.

Asli, por ejemplo, 7! =765+ 432,

Por definicién, 0! = 1.

3 Liber quadratorum (1225), proposicion 10.

1 Dado que A", Uy F" deben pertenecer a los segmentos rectilineos AB, BC y
BF, respectivamente, resulta que: -z<t-a<a,=,22 a<A<z°

2 El material propuesto se puede desarrollar con alumnos de 2° de
Bachillerato o con estudiantes de los primeros cursos de Bellas Artes.

1 Sobre la vida del arquitecto Juan de Torija (1624-1666) disponemos de
escasos datos biograficos. Entre 1652 y 1653 trabajo en el Alcazar de los
Austrias y en la reconstruccién del Palacio del Buen Retiro de Madrid. En
1662 reconstruyo la capilla principal de Atocha (Madrid) segun el
proyecto de Sebastian de Herrera Barnuevo. Ademas de su «Tratado de
bovedas», Torija escribié un "Tratado breve sobre las ordenanzas de la
villa de Madrid y policia della (1661).



2 Este tipo de bovedas también se denominan bdvedas de aljibe.

3 En dicho triangulo, la longitud del lado rectilineo AB es a y las longitudes
de los lados curvilineos AE y EB son la cuarta parte de la longitud de una
elipse de ejes a y a_~~. Ademas, la longitud de la altura ME, siendo M el
punto medio de AB, es la cuarta parte de una circunferencia de diametro a.

4 Los valores de Torija son: MP =PQ =QR =RS =7y SE = 3,5
7 El valor de Torija para el area de la boveda esquifada es 3066.

1 Al final del capitulo ofrecemos las soluciones de las diversas paradojas que
hemos incluido en él.

2 Los miembros de dicha escuela se conocen con el nombre de eleatas.
1 El simbolo % se lee «multiplo de siete».

2 El simbolo 8 que aparece al final de la cadena de igualdades se lee
«multiplo de 8». En general, ia. (siendo n un nimero natural) se lee
«multiplo de n».

1 La primera edicion de este libro es de 1604.
2 La primera edicion de esta obra es de 1699.

3 En las dos primeras lineas del texto original (con algunas manchas) se
puede leer:

En la regla de 2 falsas posiciones: lo mesmo haras col
mo con la vna falsa has visto, en poner vn numero falso, con/

4 La primera edicién de este libro es de 1594.

2 Por ejemplo:



82=8 +8 +8 +8 +8 +8+8+8= 8+ (7+ 1) + (6+ 2) + (5 +3) + (4+4) + (3 + 5) +
(2+6)+(1+7)=8+2.7+2.6+2.5+2.4+23+22+2.1

1 El cordobés Ambrosio de Morales (1513-1591) fue humanista, historiador y
arquedlogo.
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